EXERCICES SUR LA FONCTION LOGARITHME
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Baco

EXERCICE 1 :

1°) Résoudre dariles équations suivantes :
a) INx=2)+In(x+1)=In@3x=5) : In(2x=5)=0.
b) 2In(x —2) +In (3x + 1) = 2In2 In(x +2) + In(x — 2) = In5 + 2In3.
C) In|x+1|+Inx-5|=In16 ; In|6-x|=
d) In (=x — 1) =|n(‘x‘10j ; Inx — 1 =15,

X+2 Inx 4
e) 6Ifx+7Inx—=3=0 . In’x—=2Ifx—Inx+2=0.
f) 2In(2x—1)—In 3x - B = In(4x_3j . Inx+2)+1=In(x-1) + In2.

g) 2Inx =In2 +In(2 +/2) + In(2 +y/2++/2) + In(2-2++/2).

h) (INxf—7Inx +6 =0 ; 2()A% 3Inx + 1 = 0.
) logx +log (3—x)=1log5 ; log* + ; +logé ™ =0

2°) Résoudre dar®les inequations suivantes :

a) In(x? -10x+9)= In(3x-27) : In[ X (3 - )k In2

b) Inf5x* +6x+1)>0 ; 2(In2x) 5In2x — 3<0
c) |r(?;+i] ; In(x + 5) + In(x + 4 In(x +13)
d) Inx+In(2-x)+In(x+4¥ In(5x) ; IAx + 2Inx — 15< 0
e) Inx —%% : In@c 4¢?) < 1+ In3x.

3°) Résoudre dar®? les systémes suivants :

3\,4\ —
a) X+y=65 . 2|nx—3lny=9_ X2+y2=25 . |n(X)2/)—6
Inx+Iny=6In2 " [Inx+5lny=-2" [Inx+Iny=2In2+In3 ’ 'n( j=5

b) {Inyzlnx+2_ {Inx3+lny2=3 _{Inx3—lny2=—4 { X+y=7

Xy = 9e? Iny?-Inx?=-2" |Inx+Iny*-1=0 " |logx+logy=2
X+y=29 X+y=4e Xy =243 Xy =256
C) ; ; y . 17 ; . _50
logx+logy=1" |logx+logy=2+log3 |09x+|09y—z log; +log; ==

2

d) In(x—2)+3|n(y—1)=0 .{In(sinx)+|n(cosx)=|n\6—ln4. |n(y3j=9 X1 3|Og2 =-11
2In(x-2)=In(y-)=4"| 2sinx+cosn=3+1 | ' |22 4+7]og) =43

In(xy )=—""
2
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EXERCICE 2

e
1°) CalculerlimM
x-0  sin2x

2°) Déterminer les ensembles de définitions destfons suivantes :
a) f(x)=2x+1+In(3x-12) ; b) f(x) =x*In(-x* +6x-5) ; C) g(X) =In(Bx—6) +In(x+4)

D09 = xin X2 ; €) g = xrtein| 222 50 =i -3x+12]; 9) g0 =i -16

h) p(x) =In| =x* =3x+4|; i) q(x)=-3x+1+In

X+35‘ P 1) r(x)=x°-3+In| 3x-21].

K) S(x) = x? In(

1+%D ;L) T(X)=3x+2-In(v=x*>+3x—-2) ; M) u(x) =+3-Inx

2 1-Inx
_ X-5 ) L — X" —5X+6 | . f(x)=
M V)= ainss - D™ |n(—_xz+7x+8j . P) { f(0)1:+_|£|x

){f(x):xln(B—Inx) si x20_ IN(x2 - 5x + 4) +s) h(X)=In(x 1) ~ In(2x’ - 8)..

f(0)=0 1 9K) In(x? + 7x +10)
3°) Soient les fonction$ : x> f(x)=Inx et g: X~ g(x) =In(x+2) +1.
a) Ecrireg(x) en fonction dé(x) .
b) Déterminer les ensembles de définitiorf det dey .
c) a partir du tableau de variation idgéduire celle de.

EXERCICE 3 :

A) On considere la fonctiog définie pag(x) =1-x* -Inx.
1°) Etudier les variations de

2°) Calculerg(@ et en déduire le signe d¢) .

B) On considére la fonction définie pairf (x) = Cx+3+0X
X

1°) Etudier les variations de

2°) Démontrer que la courlief) admet la droiteA) d’équation y = —x+3 comme
asymptote oblique. Etudier la position @) par rapport ax).

3°) Déterminer les coordonnées du point Ad® ou la tangente (T) écf) est
parallele a£). Donner une équation de cette tangente.

4°) Démontrer que I'équation(x) =0admet une solution uniques]0 ; 1]; puis une
solution uniqué dans [3 ; 4].

5°) Tracer (Cf) et (A) dans un repére orthonormé d’unité lcm.

6°) Déterminer I'aireA de la région du plan limitée parf) ; la droite {) et les droites
d’équations x =1 et x = 3.
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EXERCICE 4 :
Soit la fonction numeérique definie parf (x) = x+In| x|
1°) Déterminer I'ensemble de définition tleEcrire f(x) sans valeur absolue.
Déterminer les limites dé aux bornes def .
2°) Calculerf(-1) et f(@) ; étudier le sens de variation dpuis dresser son tableau de

variation.
3°) Déterminer les coordonnées des points d’intéiee de (Cf) avec la droite D)

d’équation y = x.

4°) Montrer que I'équation(x) =0 admet une solution unique €]0 ;1].

5°) En déduire le signe digx) dansDf .

6°) Tracer sa courbe représentat{ge) dans un repére orthonormé d’unité graphique
2cm.

7°) Déterminer en cmz I'airé de la région du plan limitée parf) ; la droite @) et les
droites d’équations x =l etx = e.

EXERCICE 5 :
Soit la fonctionf définie sur O ; +o[ par f(x) =1+ x-3xInx.
1°) Peut-on prolongef par continuité au poiniyx= 0 ? Si oui déterminer son
prolongemeng .
2°) Déterminer l'intervallé de définition de.
3°) Etudier la continuité et la dérivabilité gleau point % = O.
4°) a) Etudier le sens de variationgdpuis dresser son tableau de variation.
b) Montrer que dans [1 ; 8[x) =0 admet une solution et une seule

5°) Calculerlim 99 puis interpréter.

X — +00 X

6°) Tracer la courbe représentativegi#ans un repere orthonormé d’unité 1cm.

EXERCICE 6
[) Soit f I'application de ] -1 ; 5] dan® définie par :f(x) =x+1-In(x+1).
On désigne pafcf) la courbe représentative de la fonctibrdans le plan rapporté a un

repére orthonormé d’unité 2cm.
1°) Etudier le sens de variation deet la limite def quand x tend vers (-1).

Donner le tableau de variation tle
2°) a) Calculer les images padesréels:0,5;1;2; 3; 4 ;5. En donneruvaieur
approchée a 0,1 pres.

b) Déterminer une équation de la tangente (Qfaau point d’abscisse_2+:L :

3°) Construire (T) €Cf).

[I) — On appelle D 'ensemble des points du plan dantterdonnées x et y vérifient :
0<x<5 ; 1l<y<f(x.

A] 1°) f' désigne la fonction dérivée ¢le

a) Etudier le sens de variation de et donner son tableau de variation.
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b) En déduire, pour g [0; 5] : 0<f'(x) < g :
2°) En appliquant I'inégalité des accroissememts fau segment [0 ; X],
établir que : & f(x) sgx+1.

3°) a) Tracer la droite d’équatiory:=gx +1.

b) Déduire de ce qui précede une majorateobaite de D.
B] On appellgl l'aire de D, en cf
1°) Exprimerd a I'aide d’'une intégrale.
2°) Donner la dérivée de la fonctigndéfinie par :g(x) = (x+1)In(x+1).

En déduire= jj In (x + 1)dx.

3°) Calculer ; en donner une valeur approchée a 1 pras par défaut.

EXERCICE 7 :

A] Soitg(x)=-x* +1-Inx.

1°) Etudier la fonctiorg ;

2°) a) Calculerg() ;

b) En utilisant le tableau de variationgdedéduire quegd(x) >0 Vx€]0;1]

B] Soit f(x) = —*x+3+.0%
2 2X

1°) a) Préciser 'ensemble de définition def .

b) Etudier les limites die aux bornes de son ensemble de définition.
c) Calculerf '(x) et montrer que pour tout x def : f '(x):%.
X

d) En déduire le signe ¢éigx) puis dresser le tableau de variatiorf de
2°) Soit (Cf)la courbe def dans le plan rapporté au repere orthonormé d’unité

graphique 2 cm. Soit D la droite d’équatiom:.—%x+3.

a) Donner suivant les valeurs de x le signéate= f (x) - (—%x+3) et en déduire la
position de(Cf) par rapport a D.

b) Soient respectivement M et N les points de mébseisse x def) et D. Calculer la
distance MN en fonction de x. Calcultm h(x).

X — +00

c) Construire(Cf) et D.
3°) a) Calculer la dérivée de la fonctiondéfinie paru (x) = (In x)2

b) En déduire I'aire A du domaine plan limité gz la droite D et les droites
d’équations : x=1; x=e2
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EXERCICE 8:
In(L+ X)

Soit f la fonction définie sur [0 ;o [ par{ T ="
fO = 1

Soit (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d’uereeprthonormé
(O:i ; j)(Unité graphique : 2 cm).

1°) a) Prouver que pour tout réel © on a :1—ts1—its1.

b) En déduire qu&'x >0, x-’;s @+ <x ().

2X
2+ X

2°) Soit g la fonction définie sur [0 ;o [ par g(x) =In(L+ x) —
a) Calculerg'(x)

2
b) Prouver que pour tout nombre réet: 0< g'(x)sXZ

3
c) En déduire que pour tout nombre réelx: 0< g(x)s% 2).

3°) Etude des variations de
a) Calculer f '(x) pour x >0.
b) Etablir que pour 20 on a :g(x) <In(1+ x) —1%.
X
Grace a (2) établir le sens de variatiorf de
4°) a) Déterminer la limite dé(x) lorsque x tend versos.

b) a l'aide de (2) montrer que pourXon a :

3 —
X_x__ 2X <x-In(l+X)< X~ 2X . puis 1 _lsx In(1+x)S 1 .
12 2+ x 2+ X 2+x 12 X2 X+2
c) Montrer quelirrgL(j”)=%et en déduire quie'(0) :_71.
X X

d) Soit T la tangente @f) en % = 0.
En utilisant (1) montrer quef) est au-dessus de T poueR;.

5°) Dresser le tableau de variationfdéelracer(Cf) et T dans le méme repere.
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EXERCICE 9:

Partie A : On considére la fonctiof définie sur ]0 ; +o [ par :g(x) = |n(1+%) _ X22+1.
1°) a) Calculer la dérivé@’ de J. Montrer que pour tout& g'(x) = 20e-1)
X(X2 + 1)2

b) Etudier le signe dg'(x) selon les valeurs de x.
2°) Déterminenirp g(x)  puis Iirg g(x) .
3°) a) Dresser le tableau de variatiorfide
b) En déduire qu’il existe un uniqgue nomh#els > 0 tel qued (a)=0.

Vérifier que 0,5 a. < 0,6.
4°) Déduire des questions précédentes le sigrig(xdesur]O ;+oof .

Partie B : On considére la fonction définie sur]O ;o[ par :
f(X) =x|n(1+i) si x>0
XZ .
f(0)=0

On note(Cf) la courbe représentative tlelans le plan rapporté a un repere
orthonormé d’unité graphique 5cm.

1°) a) Montrer que pour touteO ;+ oo , on af’(xX)= g(x).
b) En déduire les variations desur ]O ;+oo[.

2°) Calculerlim xf(x); en déduire quen f(x) =0.

3°) a) Montrer que'rg xIn(L+ iz) =0.
x-0" X

b) Etudier la dérivabilité de en 0.
Préciser la tangente a la courtig¢en x=0.

4°) a) Prouver que, pour tout élément x de [@p;;0 < f'(x) <f’(0,5).
b) En déduire que, pour tout élément x dg [0] :

O<f(a)-f (05 <(a-05f "'(05 puis que 0< f(a)-f (0,5)sl—lof '(05).

d) En déduire une valeur approchéefde) a 10° prés.
5°) Dresser le tableau de variationstddracer la courbe de.

6°) Déterminer I'aire du domaine plan limité pactaurbe dé , I'axe des abscisses, les
droites d’équations x =0 et x = 1.
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EXERCICE 10:

Partie A : On considére la fonctiof définie sur]0 ; +eo [par :

X+1
X)=——-Inx
a(x) )

1°) Etudier le sens de variations@le
2°) a) Calculerd(1) et 9(2). Montrer que I'équatio(x)=0 admet une solution
uniquea dans ] 0 ; o[ .
b) Trouver un encadrement del’amplitude 10
3°) Déduire le signe d@(x) sur JO ;+oo].

Partie B : On considére la fonctiom définie sur]0 ; +eo[ par :
_ 2Inx
f(x) = e
On appelle(ct) la courbe représentative éledans un repéere orthogonal d’unité
Graphique 2 cm.
1°) Etudier les limites de en 0 et en o puis interpréter graphiqguement ces limites.

22x+1)

2°) a) Montrer que, pour tout x de]O pof, f'(x) =
(X2 +x)?

a(x).

b) En déduire les variations @e

c) Montrer que,f(a) = et donner le tableau de variationfde

aa +1)
3°) Construire la courbect) def .

Partie C :On se propose de trouver un encadrement de Pade I'ensemble des

3
points M(x ; y) tels qusil l=xs5
O<sy< (X

1°) Montrer que, pour toutXx1 : 'n—zxs f(x)sln—x.
X X

o 3 In X
2°) @) Calculen =2 —dx ;
X

3

ZInx

2 —dx
1 x2

b) En utilisant une intégration par partiedcalerJ :j

3
3°) a) Déduire un encadrementkdejf f (x)dx.
b) Exprimer A en fonction de K, puis déduire wageur approchée de A en tm
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EXERCICE 11:

In x
x=Inx
1°) Aprés avoir montré que, pour tout x réel kx , préciser 'ensemble de définition

On considere la fonctioh définie parf (x) =

de la fonctionf . Déterminer la limite dé(—xilorsque X tend vers 1.
X —

2°) Etudier les variations de cette fonction ercig@nt éventuellement les asymptotes.
3°) Construire la représentation graphique destians de la fonctionf dans le plan
rapporté a un repere. (On donnera I'équation dengente au point d’abscisse x = 1).

EXERCICE 12:

Soit la fonction P définie p&(x) = (1+%)In(1+ X) .

1°) h désigne la fonction numeérique définie par : h(¥ =In(1+x).
Etudier le sens de variation de h et le signe &g h(
2°) Quelle est 'ensemble de définition de P nbté?

Calculer :lim P(x) ; lim P(x).

On désigne par F I'application dg, 0{-1} vers R définie par :

F(-)=0
F(X)=P(x) pour xOD,

Etudier la dérivabilité de F en x = —1.
3°) Quelle est la limite de P(x) quand x tend \&fs
On désigne par I'application deD, 0{-1} vers R définie par :

{ f(0)=1

00 = F0O Pourx €D, 0{0;-1 ;

4°) Etudier les variations deen utilisant en particulier la question 1°).

Construire la courbe représentativef de
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EXERCICE 13:

1°) a) Etudier les variations de la fonctiendéfinie sur [0 ; o[ par :
F(x) = X(X+2)
2(x+1)
b) Etudier les variations de la fonctighdéfinie sur [0 ; o[ par :
X
x+1°
c) Déduire des questions précédentes que, poundooibre réek strictement positif,

X X(X+2)
x—+1< In (1+x)< 20+ ) (1)
<X (2).

X(X + 2)
2(x+1)

2°) a) Déduire de (1) et (2) que pour tout 9,
1 1

<ma+dy <t
1+y y |y
b) Déduire de (1) et (2)que pour tout z > 0,
z-1
—< Inz< z-1.
2
3°) Utiliser I'un de ces encadrements pour encddeedans chaque cas suivant :

a=05 ; a=08 ; a=098=1,02 ; a=1,5.

-In@@+ x)

g(x)=In@@+ x) —

d) Démontrer que pour tont>0,

EXERCICE 14:

Le but de ce probleme est d’étudier la foncfiotéfinie sur ]O ; #[ par :
f () =1(x2 +1-1In x) et construire sa courbe représentagvelans le plan muni d’'un
X

repere orthonormé d’unité graphique : 2 cm.
1°) Soit g la fonction définie sur ]0 ;ot[ par : g(x) =x2-2+Inx.

a) Etudier le sens de variation @eet ses limites en 0 et ero+

b) En déduire que I'équatiasix) =0 admet une solutiom et une seule et

quel30<a < 135.

c) Etudier le signe dg(x).

2°) a) Etudier les limites deen O et en .
b) Exprimerf '(x) a l'aide dey(x). En déduire le sens de variationfde
3°) a) Montrer que la droite\] d’équationy = x est asymptote ers+a la
courbef .

b) Déterminer le point d’intersection A @& et (A) ; préciser la position def

par rapport a la droita).
c) Construire la courbef et la droite A), en précisant la tangente en £f.
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EXERCICE 15:

A) Soit la fonctiond définie suR* par : g(x) = 2x* =1+ 2In| x|

1) Etudier les variations de la foncti@rsur R*. Préciser la valeur de I'extremum
relatif de 0.

2) Montrer que I'équatiory(x) =0 admet une solution uniquee [% ; 1]

. +
3) Donner un encadremeatde par deux nombres rationnels de la fci%n@tnl—cl

avec n entier naturel.
4) En déduire le signe dg(x) surR *.
: : e | :
B) Soit la fonction f définie suR* par : f(x) = 2x—L2X|. Soit (Cf ) la courbe
X
représentative de f dans un repére orthon({cmé;]).
1) Etudier les limites de f ence-; en 0 et enck.

2) Calculerf'(x) puis en déduire le tableau de variatiorf de
1

>

3) Démontrer quef (a) =3a -

4) En utilisant 'encadrement detrouvé au A) 3°) montrer que :

16< f(a) < 21.
C) soit les points M ; y) et M’(X : y’) dans le repér&) i ;]) ol M’ estle
symétrique de M par rapport a I'axe des ordonnées.

1) Déterminer’ ety en fonction dex ety.
2) Démontrer qu’une équation de la courbed laquelle appartient M’ lorsque M

L , I
décrit la courbef ) est la suivante y = —2x—n—|2XI
X
3) Etudier la position relative d€)(par rapport agf ).

D) On consideéere un réeh supérieur a 1.

Soit h la fonction définie sur [1¢4] par h(x) :|n_2x_
X

1+Inx

1) Démontrer que H définie sur [Lpf par H(x) = - est une

primitive de h.
2) On désigne par Af{) l'intégrale Lm[2x— f (x)|dx. Calculer A).

3) Déterminer si elle existe la limite derA( quandm tend vers do.
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EXERCICE 16:

Soit la fonction numérique f de la variable réalli@éfinie par :
x-1

f(x)=2x+1+In
Xx+1

1) Etudier les limites de cette fonction aux bornesae ensemble de définition. On
appelle €f ) la courbe représentative delans le plan muni d’un repere

orthonormé. Préciser les asymptotes a la coutbgdef . En particulier on
établira I'existence d’'une asymptote obliq@®.(

2) Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation.
3) Etudier la position relative dec{ ) par rapport a®).
4) Construire la courbe de

EXERCICE 17:

A/- Soit la fonction numériquiede la variable réelle x définie par :
f(X) =In‘ x? —2x—3‘
1. Déterminer 'ensemble de définition de
2. Ecrire f(x) sans valeur absolue puis calculerilagés def aux bornes de son

ensemble de définition.
Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation.

Montrer que la droite d’équation= 1 est axe de symétrie de la courbé.de
Tracer la courbe représentative (| de f dans le plan rapporté a un repere

orthonormé d’unité 1 cm.
B/— Soit la fonction numériguiede la variable réelle définie par :

f(x)=x(Inx)* et f(0)=0
Etudier le signe dd '(x)
Montrer quef n’est pas dérivable en 0.

Quelle est la demie tangentexgr= 0 ?
Donner I'équation de la tangente (T)xrF e.
Tracer la courbe) def.

Sl

o aghRwDdPRE

Soit gla fonction définie pag(x) =%x2 Inx(Inx-1).

a) Calculerg'(x) et en déduire une primitive de.
b) Calculer l'aire A) de la portion du plan comprise ent@) ('axe des
abscisses et les droites d’équatigms)h (0<A<l) ; x = 1.
7. CalculerJimOA(A).
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EXERCICE 18:

Pourmréel on considére la famille de fonctions définie par
f (X)=x+InVx* +mx+1
1. pour m = 2 étudier les variations €g
2. Déterminer 'ensemble des valeurs de m, Nptour quef  soir définie sur.
3. Montrer que les courbgs, ) des fonctionsf passent par un point fixe A dont on

déterminera les coordonnées.
4. Pourm = 0, on considere la fonctiofy

a) Etudier les variations de la fonctifn
b) Etudier la continuité et la dérivabilité gesur son ensemble de définition.
5. a) Montrer que la courlie,) de f, admet deux points d’'inflexion dont on donnera

leurs coordonnées.
b) Etudier les branches infinies ¢&) ;
c) Tracer la courbéc,) dans le plan muni d’'un orthonorme.

2

6. Soit la fonction F définie park(x :X? +§In(x2 +1)

a) Quel est son domaine de définition ?

2

b) Montrer que I'on a F'(x) = f,(x) +

1
X% +1

c) Soit h une primitive de la fonction u telle que(x) = vérifiant

1+ x?
h'(x) = U(x) eth (0) =0; h(1) =121. En déduire une primitive de la fonctidp

(On montrera que &) = fo(x) + 1 — UK) ). Calculer en cfl’aire de la portion du plan
limitée par la courb&c,) I'axe des abscisses et les droites d’équation® etx = 1.

7. Pour me Vv,_, on considere la droite ([pd’équationy = x + m

a) Montrer que pour tout m de, etm >0 l'intersection d¢c,,) et (D,) contient
toujours deux points dont on donnera les coordanéa les notera Met M ..

b) Montrer que les points Met M, sont symétriques par rapport a un poigt |

c) Que se passe-t-il si on fait tendnevers 0 ?.
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EXERCICE 19:

Partie A :
On considere la fonctiof définie suf-1;+ o[ par: f(x) :12Tx_m(l+ X).
X

1. Etudier les limites de aux bornes de son ensemble de définition ;
2. Etudier les variations de et dresser son tableau de variation.
3. Démontrer que I'équation(x) =0 admet dan§l;+ o[ une solution unique. Veérifier

qu’une valeur approchée de & 10" prés par défaut est 3,9.
4. Préciser suivant les valeurs de x, le signé (tg.

Partie B :
In(L+1)

Soit g la fonction définie sujo;+ o[ par: g(0)=0 et g(t) = 0 si t 0.
1. Etudier la continuité puis la dérivabilité deau point t = 0.
2. Montrer que pour tout réel t strictement positifa :g'(t) =2ti\/f f (t).

3. a) Calculer la limite dg en+ .
b) Dresser le tableau de variationgle
4. Le plan est rapporté & un repére orthong@ma; j ).
On prendra pour unités : 1cm sur I'axe des absciss20 cm sur I'axe des
ordonnées. Construire la courldg (leg.

Partie C :

Cette partie a pour objectif de déterminer 'airgeA unités d’aire, du domaine plan
limité par I'axe des abscisses, la courbedt la droite d’équation : x = 1.

1. a) Démontrer que la fonctiandéfinie suro; + [ par :g,(x) =+/xIn 1+ x) est
dérivable en 0.

b) Soite la fonction définie sujo; + [ par ¢(x) =2xIn L+ x) _onlz_l/ft at

Montrer quep est dérivable en tout point de l'intervaide + oof
et que ¢’(x)= g(x).
2. Déduisez des questions précédentes @ue2in z—j:f—ft dt

et K la fonction définie sur l'intervalle | %0 ; 7—27} par : K(6) =tan’ @ et

sz—\/fdt.
01+t

h: x—
a) Calculer(h- k) () ;
b) Prouver que, pour to@te I, (hok)'(6) =4tan’ 4.
c) Ecriveztan? 6 sous la forme (t&f + 1) — 1 puis déterminer une primitive de
(hok)'. Donner I'expression dg-k) .
d) Calculer h(1).
4. Déduisez des résultats précédents la valeuteegadA.
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EXERCICE 20:

L’objet du probleme est I'étude de quelques pragsi€@es fonctions, ; n e N*
nin x

définies sur l'intervalle ]0 ;[ par : f,(X) =x-n- . La courbe représentative

def, dans le plan muni d’'un repére orthonormé d’undsh 2st notée ((J.

A) Etude des variations def, ; n eN*.
1°) Soit, pour tout entier naturel non nul n, ladton g,, définie sur ]O ; 4o[ par

g,(X) = x? =n+nlnx.
a) Etudier le sens de variation geet préciser ses limites en 0 et en. +
b) Montrer que I'équatiomny, (x) =0 admet une solution unique ; et
queo, appartienta [l ;3].

2°) a) Etablir que, pour ¥|0 ; +oof : f,'(X) =g”—(2X).
X

b) Déterminer le signe dg, (x) et en déduire le sens de variation file
3°) a) Déeterminer les limites dk, en O et en e.

b) Montrer que la droite ([}, d’équationy = x — nest asymptote a la courbe,Qouis
etudier la position de (& par rapport a (F) sur l'intervalle ] O ; +o].

B) Etude des cas particuliersn=1etn = 2.
1°) a, €étant le nombre définie en A) 1°) montrer que :
= Pourn=1,04=1 ; Pourn=2; 1,205 <1,3.
2°) En utilisant les regles sur les inégalitéseztdadrement de, ci-dessus montrer que
fo(a,)2— 124. En utilisant le sens de variation d,

montrer quef,(a,)<—- 110
3°) Donner les tableaux de variations fje et de f,.

4°) Représenter dans le méme repere les droit@®{[(D,) puis les
courbes (g et (G) .

C) Etude des positions relatives des courbes {C
1°) Pour tout entier naturel n , et pour tout séde I'intervalle 0 ; +of ,
calculer la différencé, (x) — f,,.1(X .)

Calculer la limite de cette différence lorsquend vers +o.
: : e In x
2°) Soit d la fonction définie sur |0 pef par d(x) =1+ —.
X
a) Etudier les variations dé, préciser ses limites en 0 et en.+
b) Déduire de la question précédente que I'équat{@h= 0 admet une solution
uniquep et queP appartient a l'intervalle 0 ; 1J.
c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, ofy,§5) = 5.
3°) A l'aide des résultats obtenus dans les quesii®) 1°) et 2°), établir que toutes les
courbes (G) se coupent en un point A que I'on placera stiglare.

Pour n€N’, préciser les positions relatives de)(€t (G...).
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EXERCICE 21:

Soit la fonctionf définie parf (x) = x + X% +1

1°) Déterminer I'ensemble de définition Df de

2°) Démontrer que pour tomtde D f(x) >x+|x|.

3°) En déduire le signe di(x) sur D.

4°) Etudier la fonction et tracer sa courbe repregese (G).

5°) Soit gla fonction définie pag(x) = In(x + \/ﬁl)
a) résoudre I'équatiorgy(x) = —In(3 - 2\/5).
b) Démontrer queg est une fonction impaire ;
c) Etudier get tracer sa courbe (Cg).

d) Démontrer queg est une bijection dR versR ; et que pour tout entier relatif n,

ge”+e‘n —n
5 :
1., 11

Soitf la fonction numérique définie sur l'intervalle o[ par f (x =% _Z_Elnx'

EXERCICE 22:

1°) Etudier les variations de la fonctibn

2°) Construire la courbe (Cf) delans un repere orthogonal d’unités graphiquesm10
sur I'axe des abscisses et 5cm sur I'axe des osnn

3°) On note\ un reel strictement positif.

a) A l'aide d’'une intégration par parties, calcu[(jfnn xdx ;
b) En déduire la valeur dgA) =Ll f (x)dx. Donner une interprétation graphique de ce

résultat.
c) Déterminer la limitel de 1 (1) quand\ tend vers Q

4°) Pour tout entier naturalsupérieure ou égal a 2 on poss ::12 f(Ej
Ne= LN

a) En utilisant le sens de variation tigur ]0 ;1] ; démontrer que, popientier naturel
vériflantl<p<n-1,ona:

o1
if[pﬂj <[, f(x)dxslf(ﬂj.
n n

n n

n

b) En déduire que s, —% f(%j < |(%j < S, , puis que

HESEEE

c) En déduire que tim S, =%.

n— +oo
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EXERCICE 23

Une entreprise fabrique un produit en quantitégrienée en milliers de tonnes. Le

2

codt total de fabrication est donné par (x) :XE +§In(x+1)

pour [0 ; 5]. Les codts sont exprimés en millions deés

A-/ Etude d’une fonction auxiliaire.

On considere la fonctiom définie sur [0 ; 5] par f(x) :XE+9—+X1—9In(x+1).
X

X(X=2)(x+4)
(x+D*
2°) Etablir le tableau de variation desur [0 ; 5].
3°) En déduire qué s’annule sur [0 ; 5] pour une valeur unidue
4°) Déterminer des résultats précédents le signi sler [0 ; 5].

1°) Calculerf '(x). Vérifier que f '(x) =

B-/ Etude d’un colt moyeg, .

La fonction colt moyen est définie sur [0 ; 5] par.(x) =CT—(X)=5+9[M}

2 2 X

1°) Calculerc,'(x) . Verifier que I'on peut écrire,'(x) =T

X2

ou f est la fonction

auxiliaire de la question A-/.
2°) Etudier le sens de variation de sur ]0 ; 5].

3°) Pour quelle production I'entreprise a-t-elle aaldt moyen minimal exprimé en
francs par tonnes ? Quel est ce colt ?

EXERCICE 24 :

Une entreprise fabrique des objets dont le cofurdduction en francs, de g objets est
donné par la fonction C(q) = 20 In(3g+1).

1°) Déterminer le colt de fabrication de 5 objdes 10 objets.

On arrondira le résultat au centimétre pres.

2°) Quel est le nombre d’objets fabriqués sachaatlg colt de production s’éleve a
90,22F ?

3°) Etudier les variations de C et construire sarloe représentativ€) pour g variant
de 0 a 50.

4°) Chaque objet est vendu a 3 F
a) Exprimer la fonction bénéfice B en fonction de g
b) Calculer B (5) ; B(10) ; puis B(40).

c) En utilisant le graphique, déterminer la quaéntiinimale d’objets que doit vendre
I'entreprise pour étre bénéficiaire en supposaieliguwvend toute sa production.
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