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EPREUVE : Mathématiques - Série : TSE-STI - Durée : 4 heures - Coef: 4

ﬂ 2

Exercice 1 :
On désigne par 4 et B les points d'affixes respectives z, =2 —i et z, = 2i, et pour tout nombre

o z—z
complexe z différent de z,, On pose Z= 4,
Z—2zg

1. Détermine, dans chaque cas, I'ensemble des points M(z) tel que :
a. Zsoitunréel ;
b. Zsoit un imaginaire pur (éventuellement nul) ;
¢. Zsoit de module 1.

2. Calcule | Z— 1| X | z—2z, | et en déduis que, lorsque M| (z) parcourt le cercle de centre B et

de rayon R, les points d'affixes Z sont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le
centre et rayon.

Exercice 2 :

1. Démontre que pour tout entier naturel 7, 2*" — 1 est un multiple de 7. En déduis que
2"+~ 1 et 2" "* — 4 sont des multiples de 7.

2. Détermine les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3. Pour tout p €N, on considére le nombre 4, =2" + 2% 2%,
a. Si p=3n, quel est reste de la division de 4, par 7?

b. Démontre que si p =3n+ 1 alors 4, est divisible par 7.
c¢. Etudiele casou p=3n+2.

Probléme :

Les parties 4 et B sont indépendantes.
A. Soit f la fonction définie [0, + oo] par £ (x)In(e® +2¢7%).
On designe par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal
> o>
(0, i,J ), unité graphique : 2cm.
1. Montre que, pour tout réel x positif : f (x) =2x+ ln(l + e_3’).

2. a. Etudielalimite de fen + oo.
b. Montre que la droite (D) d'équation y = 2x est asymptote a (C), quand x tend vers

Baccalauréat Malien-Session d'Octobre 2020-Sujets et Corrigés d'épreuves de mathématiques-MaliMath. 39 /77

https://bkalan.ml



+ oo,
c. FBtudie la position de (C) et(D).
Etudie les variations de f.
Trace (C) et(D).

Montre que, pour tout réel @, a> 0 : J.Oe_z’xdx < %
Etablis que, pour tout réel u, u >0 ; ln(l + u) <u.

En déduis que, pour tout réel @, a> 0 : IO ln(l + 2e_3)dx < %

® TS ¢ AW

Soit A(a) l'aire, exprimée en cm’, du domaine limité par les droites d'équations x =0 ;
x=a, y=2xetlacourbe (C)

En déduis des quetions précédentes une majoration de Aa) par un nombre
indépendant de a.

B. 1. FEtudie les variations de la fonction /4 définie dans l'intervalle [ 2 ;4] par :

h = x +— h(x) =2 —x + Inx ; en déduis que l'équation 4(x) = 0 admet une solution

unique £

2. Soit (un) la suite définie par u, = 2 et pour tout entier naturel n, u,, ;=2 + Inu,,
Montre que l'image de l'intervalle [2 ; 4] par la fonction g : x — 2+ Inx est incluse

dans l'intervalle [ 2 ; 4].

3. Montre que en utilisant l'inégalité des accroissements finis que pour tout entier naturel
1
n: |un+1—a|S5|un—,6’|.

4. En utilisant un raisonnement par récurrence, prouve que pour tout entier nature # :
1 n
u,—f|1<2(=].
|u, = A (2 )
5. En déduis que (un) est convergente.

6. Détermine un entier N tel que | uy—p | <10°*
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CORRIGE : Mathématiques - Série : TSE-STI - Durée : 4 heures - Coef: 4

ﬂ 2

Exercice1 :
On désigne par 4 et B les points d'affixes respectives z, =2 —i ; z, = — 2i.
Vz€EC\{—2i.Onpose: Z=—4.

Z—2Zg

1. Déterminons dans chaque cas, l'ensemble des points M(z) tel que :
a. Zsoitun réel
Méthode 1 :
Mettons Z sous la forme algébrique :
Soitz=x+1iy (oux, yER) avec z# —2i

7= (x+iy)—(2—i) _ (x—2)+i(y+])

(x+iy) +2i x+i(y+2)
=2 +i+ ) Tx—i(y+2)]
C+(+2)°
_ =)+ O+ I+ )+ 1-(=2)+2) +x(r+1)]

4+ (42’

=xz—2x+y2+3y+2+i(—xy—2x+2y+4+xy+)9
x2+(y+2)2

=x2+y2—2x+3y+2_l_l. —x+2y+4
)c2+(y+2)2 )c2+(y+2)2

ZER = —x+2y+4=0, donc l'ensemble des points M cherchés est la droite
d'équation : x — 2y — 4 = 0 privée du point B(O ; — 2)
Méthode 2 :

L - z—z, Z—2Z,
Zsoitréel > 7Z=7< = =
272 z—zy

o@-z)z-2)=G-z)z-=)

S zz—zZp—zZ,Z ‘tZ,Zp=2Z—2zZ,—ZgZ+ Z,Z,
(:)z(zA —ZB)+(ZB—ZA)Z +z,z, —z,z;,=0

o Q=i+ (=2-)z+2i2-)+2i2+)=0
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=2(z—z)—ilz+2)+2i(4) =0

S 2X2y—iX2x+8i=0

= —2x+4y+8=0= —x+2y+4=0.
L'ensemble des points M est la droite d'équation — x + 2y +4 = 0 privée du point B.
Méthode 3 :*

z—z,

Z est réel = arg( ) =kmouZ=0 (avec k €Z) = les points A, B et M sont

Z—2z,
alignés d'ou le point M est sur la droite ( AB) donc l'ensemble des points M
cherché est la droite (AB) privée du point B

b. Z€iR (éventuellement nul )

Meéthode 1 :
ZEIR = x’+3° —2x+3y+2=0 avec (x,y)i(O, —2).

3 5

2
x2+y2—2x+3y+2=0<:>(x—1)2+(y+§) =7

5

L'ensemble des points M du plan est le cercle de centre I(l ; _73) et de rayon r = N

privé du point B(O ; — 2)

Méthode 2 : posons :Z=— 7

—_ z—Zz zZ — Zy
A
I=—7 =— =
Z272p Z—zg
oG-z)z-2)=(-z)(~z)
Szz—zzZp—z,z ‘Yz,zp= —zz+zzy+‘zzz—2z,2Z,

S2zz —Z(ZA + ZB)— (ZB+ZA)Z +z,z, —z,z2;,=0

22z —(2+3)2—2-3)z+2i2—i)—2i2+1)=0

o222 =2z 4 2) = 3i(z— z) +2i(= 2) =0
=2(x* +1%) =2 (2x)-3i(2i) +4=0

2
ex’+)y -2 +3y+4=0 (x—1)2+(y+%) =%

— 5
L'ensemble des points M du plan est le cercle de centre 1(1 ; 73) et de rayon r = %

privé du point B(O ; — 2)
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Méthode 3 : (méthode géométrique)

—>

_ e
ZA):"T” (avec k €Z) = AM x BM =0

. o z
Z est imaginaire pur = Z=0 ou arg(
zZ—2z,

d'ou l'ensemble des points M cherché du plan est le cercle de diamétre [ AB] privé du
point B

c. |Z | =1
Meéthode 1 :

(x—2)+i(y+]) —1
x+i(y+2)

1Z|=1e

olx-2)+ily+)|=|x+i(y+2)]

skEx-2"+GG+)V=x"+(+2)’

S4x+2y—1=0
L'ensemble des points M du plan est la droite d'équation 4x +2y — 1 =0.
Meéthode 2 :

z—z,

|Z|=1 = =1 < |z—zA|=|z—zB| & AM=BM. Alors lI'ensemble des

z—2z,
points M est la médiatrice du segment [ AB ]
2. Calculons |Z— 1| X |z—zB|

z—z,

-1

|Z—1|><|z—zB|= X|z—zB|=|zB—zA|=|—2i—2+i|=\/g.

Z—2Zy

|Z—1|X|Z—ZB|=\/g.

Déduisons, lorsque M(z) parcourt le cercle de centre B et de rayon R, les points d'affixes Z
sont situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

M parcourt le cercle de centre B et de rayon R & | Z—2Z, | =R.

\ . (. 5
D'aprés la question précédentes, on a :| Z— 1| X |z —2Zp | = \/g:>| Z— 1| = % , alors les
o . J5
points d'affixes Z appartiennent au cercle de centre /i (1 ; () et de rayon 3
Exercice 2 :
1. Démontrons que pour tout # € N, 2% — 1 est un multiple de 7.
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Méthode 1 :
2"=(2%)" =8"
On sait que 8= 1[7] et pour tout €N, 8"=1[7] = 2" =1[7] = 2" —1=0[7], alors

2% — 1 est un mulitiple de 7.
Méthode 2 :

Posons P, : la relation 2*" — 1 est un multiple de 7 c'est-a-dire 2*" — 1 = 0[ 7].
Pourn=0,2"—1=1—1=0=0[7] vraie.

Supposons que P, est vraie jusqu'au rang n c'est-a-dire 2% — 1 = 0[ 7] et montrons que P, +l
est vraie au rang (n + 1) c'est-a-dire 2V "’ — 1 = 0[ 7],

21 =2"x8—1=2"(7+)—1=7x2"+ (V=) =7x 2"+ 7k=0[7].
Pour tout n € N, 2" — 1 est un multiple de 7.

Déduisons que : 2 *'—2 et 2% "* — 4 sont des multiples de 7.
Onsait que : 2" — 1= 0[7]=2(2" - ) =2 x 0[ 7] =2¥"*'= 2= 0[7]
On sait que 2V *'=2=0[7] =2(2"*'=2) =2 x 0[7] =2"**—4=0[7]. D'ou 2*"*'=2

3n+2

et2” " “— 4 sont des multiples de 7.

Méthode 3 :
2" —1=(2)"—1=8"-1=B-D@"""+8" 2+ +84)1=7(8""+8" 24 +8+)

est multiple de 7. Donc 2" — 1 =[71.
2. Déterminons les restes de la division par 7 des puissances de 2.

Posons 2" =#{ 7] ou r sont les restes de cette division.et n € N.
Pourn=0,2"=1=1[7]

Pourn=1,2"'=2=2[7]

Pourn=2,2>=4=4[7]

Pourn=0,2°=8=1[7] = 3 est la période, c'est-a-dire 2% = 1[ 7]

2%*1=2[7]et2**?*=4[7] avec k€N, donc r€ {1, 2, 4 Pour tout p €N,
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3. On considere le nombre 4, =2" + 2% 2%,
a. Si p=3n, déterminons le reste de la division de 4, par 7.
A, =2"+2"+2"=(14+1+1)[7]= 4,,=3[7]. alors le reste est 3

b. Démontrons que, si p=3n+1 alors 4, est divisible par 7.

=272 =0 %2 + 22 % 22+ 27 x 2= (2+4 +1) [7] Dow

A3n+1_

A,,,,=007]., alors 4, est divisible par 7

c. FEtudions le casou p=3n+2.
_23n+2+26n+4+29n+6=23nx22+23(2n+Dx21+23(3n+2)E(4+2+1)[7].

A3n+2_

D'ou 4,,,,=0L7], alors 4, est divisible par 7

Probléme :
D'aprés 1'énoncé, les parties 4 et B sont independantes.

A. festla fonction définie :
f:[0; + o >R
x— f(x)=In(e™ +2¢7)

> —
(/ ) la courbe représentative de la fonction fdans un repére orthonormal (O, i,J ), unité

graphique 2cm.
1. Montrons que, pour tout réel x positif : f (x) =2x+ ln(l + 2e_3).

Meéthode 1 :

f(x)= ln(ez" + 2e_") = ln[ez"(l + 26:” =Ine™ + ln(l + 2e_"_2) =2x+ ln(l + 2e_3).
e

D'out f(x)=2x+In(l +2¢7%).
Meéthode 2 :
2x + In(1 +2¢7) =2x + In(1 +2¢77)

= 2xIne + ln(l + 2e_3)
=Ine™ + ln(l + 2e_3)

= ln(ez" + 2e_3x+2‘)
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= ln(ezx + 2e_x) =1 (x).
2. a. Etudions la limite de fen + oo.
lim £(x)= lim [2x+In(l +2¢ )=+ o0 + In(1) = +oo
x—+ x—+ o0
b. Montrons que la droite (D) d'équation y = 2x est une asymptote a (# ) quand x tend

vers + oo,
Meéthode 1

lim [ £(x) —y ]= lim In(l +2¢") =1In1 =0 alors (D) : y=2x est une asymptote
x—+ 00 x>+

oblique a la courbe (( ) au voisinage de + oo.

Méthode 2

lim f (x) = + oo, Faisons la recherche des branches paraboliques en + oo
xX—+

A € N, (2x +1n(1 +2¢7) ) i (2 LI+ 2e‘3)) _,
x—+ oo X x— + X x—+ oo X

lirP [F(x)—2x]= lirP In(l +2¢™)=In(1)=0 Donc y=2x est est asymptote

oblique a (©)

c. Ftudions la position de () et (D) :
Etudions le signe de f (x) — y suivant les valeurs de x

f(x)—y= ln(l + 2e_3)
Méthode 1 :
On sait que pour tout xER, 2¢™*>0 = 1 +2¢ *>1 = In(l +2¢™) > 0 alors ()

est au dessus de (D)
Meéthode 2 :

Etudions la fonction x—In(1 + 2¢~) pour tout x € [0; + o

Posons k(x) = ln(l + 2e_3)
e Limitede ken + o

lim k(x)=In1=0

X—+ 00

e Calculons k(O) : k(O) =1In3
Dérivée k'de k :

K(x)=— 8¢
1427

Signe de k’(x)
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Pour tout x € [0 ; + o , k'(x) <0.

Tableau de variation de &

X 0 + o0

k'(x) -

k(%) \

D'aprés le tableau de variation de k, pour tout x € [0 ; 4+ od , k(x) >0 par suite

0

f(x) —y>0alors (©) est au dessus de (D).

3. FEtudions les variations de f.

e Dérivéede f: Pourtout x € [0, + od festdérivable,

6™ 2+4de =6 21— _ 2(eF )
! = 2 — = = = .
&) 142" 142 ™ 142 ™ e +2

Signe de f '(x) :
Pour tout x € [0, +od, '(x) > 0 donc f'est croissante sur [0 ; + od.

4. Tragons (/) et (D).
e Calculons f (0) puis dressons les tableau de variation de f.

£(0)=1n3
X 0 + o
fx) o +
+00
In3
e Tracede (©)et (D)
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98]

N

W | —

5. Montrons que, pour tout réel @, a>0 : Ioe_3xdx <

Calculons : Ioe_3xdx

I:e_3xdx =— %J:— 3¢ Mdx = — %[e_h]a =— %(6_3”— 1).

On sait que, pour tout >0 :

e >0 = — %e_3q< 0 = — %e_3q+ %
¢ 3 1
_[Oe dx < 3
6. Etablissons que, pour réel u, u >0 : ln(l + u) <u.
ln(l +u)§u<=>1n(1 +u)—uSO
Posons p(u) = ln(l + u) —u
Etudions la fonction p.
Dérivée :

p'(u) - L _ 1=—*% <0 pour tout u = 0, donc p est une fonction décroissante.
I1+u I1+u

Calculons p(O)
p(0)=0

Meéthode 1

Tableau de variation de p :
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p'@ |0 -

plu) \

D'apres le tableau de variation de p, pour tout u > 0, p(u) <0 alors ln(l + u) <u.
Méthode 2

Tableau de signe comparé

u 0 + o0

pw |0 -

p() \

D'apres le tableau de signe comparé de p, pour tout u = 0, p(u) < 0 alors ln(l + u) <u

7. Déduisons que, pour tout réel a, a> 0 :J'O ln(l + 2e_3)dx < %

D'apres la question 6°) ona : ln(l + u) <u ,pour tout u >0

Posons u=2e >0 alors 1n(1 + 2e_3) <2e V= J.Zln(l + 2e_3)dx < 2.[:e_3xdx < 2(%)

doi [ In(1 +2¢7)ax < %

Ala)= [ I:(f(x) —y)dx } X 4cm’

8. Déduisons des questions précédentes une majoration de Aa) par un nombre indépendant
de a.
D'apres la question 7°).On a :

Va>0 I:ln(l + 2e_3)dx < % = 4(I:In(1 + 2e_3)dx) X cm’ < % X 4cm” d'otl

A(a) < %cmz.

B. 1. Etudions les variations de la fonction / définie dans l'intervalle [2; 4] par:

h(x) =2 —x + Inx.
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h est dérivable sur [ 2; 4]
Dérivée h'de h.

1
hx)=—1+—
(=-1+1
Signe de h'(x)
1 1 _1
x€[2;4]=2<x<4e —<—<—
4 x 2
N L L P
4 X 2
3 1 1 1
S —-——<——]I<—-——=>—-1<0
4 x 2 x

On a pour tout x€[2 ;4] L _1<0 done h'(x) <0 alors & est strictement
x

décroissante sur [ 2 ; 4].

Calculons 4(2) et h(4) :
h(2) = In2
h(4)=—2+2In2

Tableau de variation de A sur [ 2 ; 4].

X 2 4
h'(x) -

In2

h(x) \

—2+2In2

Déduisons que 1'équation h(x) = (0 admet une solution unique S.

D'aprés le tableau de variation de 4 sur l'intervalle [2 ; 4], / est continue et strictement
décroissante donc 4 réalise une bijection de [ 2 ; 4] sur [ — 2 + 2In2; In2.

0e[—2+42mn2; Ind3= 3!Le[2;4], h(B)=0. D'ou I'équation %(x) = 0 admet une

solution unique f.
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. . uy =2
2. (un) est la suite définie par :
u,,,=2+Inu, pour tout n € N.

Montrons que l'image de l'intervalle [2 ; 4] par la fonction g :x+2 + Inx est incluse
dans l'intervalle [ 2 ; 4.
Pourtout x€[2;4] = 2<x<4=In2<Inx<In4 =2+ 1n2 <2 + Inx <2 + In4.

Or2<2+In2<g(x)<2+In4 <4 Donc g([2;4])c[2 ;4]
3. Montrons en utilisant I'inégalité des accroisements finis que pour tout entier naturel » :

un+1—,6’|S% un_ﬁ|

Déterminons une majoration de | g'(x) |

1
—

Calculons g'(x) : g'(x) =

1 _1_1 1 1
xE[2;4](:>2SxS4zZS;SE=>ZSg'(x)S5z|g’(x)|S

De plus, si x=u, €[2;4] alors g(u,)=u,, €[2 ;4] d'aprés la question précédente
peL2;4] .

En appliquant 1'inégalité des accroissements finis sur un intervalle de bornes Setu, a la

fonction g, ona : |g(u,,)—g(,6’)|£% un—,6’|

On remarque que : h(x)=g(x)—x et h(ﬂ)zo = g(,b’)—,6’=0 = g(ﬂ)zﬂ d'ou
1

un+1_ﬂ|sz un_ﬂ|

4. En utilisant un raisonnement par récurrence, prouvons que pour tout entier naturel # :

un—,6’|S2x(%)n

n
Posons P,: |u,— [ | <2X (%) pour tout entier naturel n

0
Pourn=0,0na|u0—,b’|=|2—,B|S|4—2|=2=2><(%) vraie
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: Ny 1)\" .
Supposons P, vraie c'est-a-dire un—,6’|S2><(E) et montrons P, , vraie

c'est-a-dire |un+1 - ,6’| <2X (3)

D'apérs la question 3°) ona :

vl Humplz2x b (L 4]

donc |un+1—,6’|s2><(5) d'ou P, vraie

P,

n
u,—pf | <2X (%) pour tout entier naturel n est vraie.

Autre méthode ne repondant pas a la question posée

D'aprés la question précédente, pour tout kEN , |u, , ,— ,6’| < %| u, — ,6’|
Varions k : |”k+1_ﬁ|§%|”k—ﬂ|
k=0 l—ﬁ\S%|uo—ﬂ|
k=1 ”2_,3|S%|u1 |

k=n-2 ”n—1_ﬂ|séun\—<ﬂ|
k=n—1 un—ﬂ|séun_—/f|

En faisant le produit membre a

membre et en simplifiant on a:

=)= (3] 2]

on sait que 2< <4 & —4<—-f<-2 & 2-4<u,— <0 = |u0—,3|s2.
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donc :

un—ﬂ|s(%)n|uo—ﬂ|32x(%)n.

5. Déduisons que (un) est convergente :

|un—ﬁ|§2x(%) et lim 2><(%) =0 = Ilimu,=p dou (u,) est une suite
x>+ o x—+ oo

convergente et converge vers /.

6. Déterminons un entier N tel que | Uy — ,b’| <107

N
luy—B|<107 = 2x (%) <107'= 2N1_1 <10'=—1n2""'<—4In10
= (N = D)In2 > 4In10
4In10
=>N-1=>
In2
Sy Hnl0+In2 _ 4 oeg7
In2
= N=>15
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« MaliMath » ou « M? » est une association née a partir d’ un groupe de travail.
Elle a été initiée par le département de mathématiques de I’ ENSup de Bamako

en collaboration avec I’ IGEN et Thomas CASTANET.

« MaliMath » réuni des enseignants de mathématiques du fondamental a
I’ université, des formateurs, des conseillers pédagogiques, des inspecteurs.
Depuis 2014, nous produisons des ressources numeriques pour
I’ enseignement des mathématiques du primaire a 1 université. Nous
organisons aussi des formations a 1" adresse des enseignants ( ou tout autre
acteur de 1" éducation) autour de la maitrise et 1" usage pédagogique de

I ordinateur et des logiciels pour I enseignement des mathématiques.

Pour rejoindre le groupe et contribuer aux activités de « MaliMath », contacter
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