Terminale SE / Equations differentielles

1. Equations differentielles : y’=ay

Exercice 3745 &

Dans chaque cas, déterminer la valeur de a € R afin que la
fonction f soit une solution de ’équation différentielle :

y' =ay

a. f(z) = -3¢l b. f(x) = 4.e%2%®

Correction 3745 &
a. f est solution de I’équation (a =4) :
y =4y
La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont I’-

expression est :
fl(z) = —12-¢%

Vérifions que f est solution de I’équation différentielle
proposée :
4-f(x) = 4x (=3-e*") = —12.e**

= f'(z)
f est solution de l’équation (@ =0,2) :
y' =02y

La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont I’-
expression est :

f'(x) = 0,802

Veérifions que f est solution de I’équation différentielle
proposée :
0,2-f(z) = 0,2x (4-€%2*) = 0,8-0*

= f'(z)

Exercice 3748 &

Dans le repére ci-dessous est représentée quatre courbe
représentative de fonctions vérifiant I’équation différentielle :

Yy =aypour a € R
\ ,

T \ /

/.
.

En observant les tangentes & ces courbes au point d’abscisse
0, déterminer 1’équation différentielle vérifiée par chacune de
ces fonctions.

Correction 3748 &

® La fonction f vérifie la relation :

f'(2) = a-f(x)
Appliquer en 0, cela devient :
f(0) = a-f(0)
5

f'(0) =ay

. . 5
La tangente en 0 a pour coefficient directeur : B

a =

|
po| o
X
(ST

a=2
Ainsi, la fonction f vérifie ’équation différentielle :
y' =2y
De cette équation différentielle, on en déduit que la fonc-
tion f a pour expression :

f(@) = C-e
La fonction f doit vérifier également :

f(0) =

Q

@
[\
S
|

Q
m@
I

C:

|
IR N RS N R I RN

Ainsi, la fonction f admet pour expression :

fla)= 2t

Graphiquement, on observe le coefficient directeur de la
tangente & la courbe %, au point d’abscisse 0. La fonc-
tion g vérifie la relation :

g'(x) = a-g(x)
Appliquer en 0, on a :

g'(0) = a-g(0)
1= a-1
2

a=2
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Ainsi, la fonction g vérifie I’équation différentielle :
y' =2y

De fait, 'expression de la fonction ¢ est de la forme :
gla) = C-e*

Par lecture graphique sur ’axe des ordonnées, la fonction
g doit vérifiée la relation suivante :

1
9(0)*5
1
620 — 2
C-e >
1

=3

L’image d’un nombre réel x par la fonction g est définie

par la relation :
(@) = 7
x)=—-e
g 2

La fonction h vérifie ’équation différentielle :

2z

On remarque que la fonction h doit vérifier :

3

h(0) = ~1

3

Ce 0= ~1

3

T4

L’expression de la fonction A est :
h(z) = —§-e’w
4

Graphiquement, on observe que la courbe %) admet au
point d’abscisse 0 une tangente dont le coefficient di-

1
recteur est —.
2
La relation différentielle, appliquée en 0, vérifiée par la

fonction k donne I'égalité suivante :
k' (0) = a-k(0)

W(x) = a-h(z) 1_ a-(—1)
Appliquer en zéro, on obtient : 2 .
K (0) = a-h(0) a=-3
R (0) = a- (_%) Ainsi, la fonction k vérifie la relation :
. 3 y =—5k
Graphiquement, on lit : h(0) = 1 La fonction k a pour expression :
1
3 3 k(z)=C-e 27"
e
k(0) = -1
a=-—1 N
La fonction h est solution de I’équation différentielle : Ce 27 =-1
Yy =-y C=-1
La fonction h admet une expression de la forme : Ainsi, la fonction k a pour expression :
h(z)=C-eouCeR L.
k(x) = —e2
Exercice 3750 & v(e) =ax+b ; w(z)=e
qui admettent pour dérivée :
On cherche a résoudre I’équation différentielle : v(z)=a ; w(x)=e"

C.

3.

(1): ¢y —2y=x€*

Résoudre ’équation différentielle :
(2) yl_2y207
ou y désigne une fonction dérivable sur R.

Soit a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R
par :

u(z) = (a-x +b)-e”

Déterminer a et b pour que u soit solution de I’équation
(1).

Montrer que v est une solution de ’équation (2) si, et
seulement si, u + v est solution de (1).

En déduire ’ensemble des solutions de (1).

Déterminer la solution de I’équation (1) qui s’annule en
0.

Correction 3750 &

1.

2.

L’équation (2) s’écrit également :

Yy =2y
Les solutions de cette équation admettent une expression
de la forme :

f(z) = C-€*® out C € R est une constante.

a. La fonction u est donnée sous la forme du produit
v-w Ol :

Ainsi, par la formule de dérivée d’un produit, la fonc-
tion u admet pour expression :
u'(z) = v (z)w(z) + v(z)w(z)
=a-e® + (ax+b)e*
=(ax+b+a)e”
Puisque la fonction w vérifie I’équation différentielle

(1), on doit avoir ’égalité suivante, pour tout z € R :
u'(z) — 2u(z) = z-€e®

(arx + b+ a)e® — 2-(ax + b)-e® = x-e®
(ax+b+a)—2(ax + b)} ¥ = g-e”

(—a-x +a—b)-e* =xe”
La fonction exponentielle est strictement positive :

—ax+a—-b=z
Par identification terme & terme de ces polynomes, on
a le systéme suivant :

{ ;izi 0 On en déduit les valeurs suivantes de a
et de b :
a=-1 ; b=-1
Ainsi, I'expression de la fonction v est donnée par :
u(z) = —(x 4+ 1)-€*

b. Montrons cette équivalence :

® — Supposons que la fonction v est solution de
léquation (2) :
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Vérifions que la fonction (u + v) est solution de
I’équation (2) :
(u= n)f + & (1 2w} 2-v
= (v —2u) + (v — 2v)
= (v —2u) + (v = 2)
u est solution de (1) ; v est solution de 2
=z 40
= gx-e*

On en déduit que la fonction (u 4 v) est solution de
1

® — Supposons que (u + v) solution de (1) :

On a alors I’égalité suivante :
(u+v) —2(u+v) =xe*

u 4+ v —2u+2v=xe*
(v = 2-u) + (v +2v) = z-e”
(v = 2u) + (v + 2-v) = x-e”
u est solution de (1) :
ze” + (v 4 2v) = z-e”
v + 20 =0

De I'égalité précédente, on déduit que la fonction v
est solution de ’équation différentielle (2).

c. Soit f une solution de (1); on montre facilement que
f — u est solution de 1’équation différentielle (2); on
en déduit l'existence de C' € R tel que :

f(x) —u(z) = C-e*
On en déduit :
f(x)=C-e*® — (z +1)-e”

3. La solution de I’équation (1) qui s’annule en 0 doit véri-

fier :
f(0)=0
C-e®—(0+1)e"=0
C—-1=0
c=1

Ainsi, 'expression de la fonction recherchée est :
flz) =e* — (z+1)€

2. Equations differentielles : y'=ay+b

Exercice 3747 c

Dans le repére ci-dessous est représentée quatre courbe
représentative de fonctions vérifiant I’équation différentielle :

Yy =y

~N

AN

N

. AN
AN A\ yd

Déterminer les conditions initiales définissant chacune de ses
fonctions.

Correction 3747 &

Puisque les fonctions associées a chacune de ces courbes véri-
fient ’équation différentielle :

Y=y
alors elles admettent toutes une expression de la forme :

f(x)=C-e*

Ainsi, pour connaitre la valeur de C' inhérente & chacune de
ces fontions, il suffit d’observer l'intersection de chacune d’en-
tre elles avec I'axe des ordonnées :

¢ f(0)=2= f(z)=2€"

o g(0)=1=> f(x) = e
o h(0)= 5 = fla)= e
* k()

0) =2= k(z) = —¢"

Exercice 3753 &

En réalité, dans un secteur observé d’une région donnée, un
prédateur empéche une telle croissance en tuant une certaine
quantité de rongeurs. On note u(t) le nombre de rongueurs
vivants au temps t (exprimé en années) dans cette région, et
on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux condi-
tions :

ORI B (0]

4 12

(Ey) pour t € RY.
u(0) =1
ou u’ désigne la fonction dérivée de la fonction wu.
1. On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(t) > 0.
On considére, sur l'intervalle [O; 400 [, la fonction h

définie par h = —. Démontrer que la fonction u satis-

u
fait aux conditions (Es) si, et seulement, si la fonction h
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satisfait aux conditions :
1 1
! — . . *
h(0)=1
ou h' désigne la fonction dérivée de la fonction h.

2. Donner les solutions de ’équation différentielle :

/— _} + i
y B 4.y 12 . . .
et en déduire 'expression de la fonction A, puis celle de

la fonction w.

3. Dans ce modéle, comment se comporte la taille de la
population étudiée lorsque ¢ tend vers +o0 ?

Correction 3753 &

1. Démontrons cette équivalence :
® — Supposons que le fonction u vérifie (Es) :

1
La fonction h est définie par la relation h = — ; ainsi,
U

on a: . )
h(0)=—=-=1
(0 u(0) 1
La dérivée de la fonction h s’exprime, en fonction de
u, par :
/

t

h/(t) - _ u ( )

[u()]”

Puisque u vérifie (E3) :

u(t)  [u(®)]”

L 1w [u)
[u(t)]? 4fu®)]®  12-[u(t)])?
— 1 1 +i=—1-h(t)+i

T4wu(t) 12 4
La fonction h vérifie les deux conditions de (E3).
® < Supposons que la fonction h vérifie (F3) :
Les fonctions h et u vérifient la relation :
h:a:>h-u:1:>u:f

h
Ainsi, la dérivée de la fonction u s’exprime en fonction
de u par :
u = _n
h2
Pour tout x € R, on a :
1 1
PR IO Wk
= — 3 = — 3
[7(@)] [7(@)]
_ h(=) 111 1 1
4[h(@)? 12 [a@)]? 4 b@) 12 [p2)’

1 1 2
= Z‘U(ff) - E'[“(m)]

Comme h(0) =1, on a:
1 1
O = —-— - = 1
w0 =5 T 1
Les solutions de I’équation différentielle :
1 1
y=—7vt 1
sont ’ensemble des fonctions f de la forme :
1
1 19 1 4
—Ce 112 _ ey 2
f(z)=C-e 1 _1—064 +12
4
1 1
=Ce 2% 4=

ou C est un nombre réel quelconque.

h est la fonction qui vérifie 'équation différentielle ci-
dessus et vérifie également la condition initiale suivante :
h(0) =1

1 1
Ce1%4-=1
e +3

1

Ced+-=1
e—|—3
1

C+-=1
+3

2

C=-

3

Ainsi, la fonction h a pour expression :

2 1 1
h(x) = 5'674.‘% + g

Ainsi, la fonction u a pour expression :

(2) = —
U x pry =
1
h(l‘) 2.6_1'9” + 1
3 3
1 3
= 1 = 1
2 441 2e 3741
3

On a la limite suivante :

1
lim 2e 4%+1=1

T——400
On en déduit la valeur de limite suivante :
lim u(z)= lim ——s5—— =3
400 r—>—+00 2'6_1.;5 + 1

Ainsi, le nombre de rongeurs va tendre vers 3 lorsque le
temps tendra vers 400

Exercice 3754 &
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a. y +y=2 b. y —3y=-3

3 1
d. by=—-y' + =

c. 6y =3y +2 5 3

Correction 3754 &

a. L’équation différentielle proposée s’écrit également :
y+y=2
y'=-y+2

Les solutions de cette équation sont de la forme :

fla)=Cer - 2

=Ce " +20uCeR
L’équation différentielle proposée s’écrit également :
/ _
Yy —3y=-3
y =3y—3

Les solutions de cette équation sont de la forme :

fla) = Cetn - 22

=Ce*+1oaCeR
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C.

L’équation différentielle proposée s’écrit également :

6y =3y +2
6y — 2 =3y’
3y =6y —2
2
9y _ 2
Y Y 3

Les solutions de cette équation sont de la forme :

fw) = Cerr =2

1
:C~e2$+§ouCeR

d. L’équation différentielle proposée s’écrit également :

3 1
Sy ==y + =
Y 2y + 3
3, 1
2y =5y — =
2y Yy
2 21
/
=Z5y— 2.2
V=373
102
Y=3%7 9
Les solutions de cette équation sont de la forme :
2
v, g
flz)=C-e3™ — 37
3

0, 1
:C-eB‘“JrgoﬁCeR

Exercice 3755 &

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a. 4y —y=4 ; y(l)=e

b.

15y" 4+ 24y = 12 y(f) =2
3

1
. = gy =—1 . 3)=6 2
. —5y + v ;o y(3)=06+2e

Correction 3755 &

1.

La fonction f recherchée doit vérifier ’équation différen-
tielle suivante :

dyf —y=4
dyf =y+4
/_1. +1
V=Y

Ainsi, la fonction f admet pour expression :

fl@)=Cet® -

INENEE

1

=Cest®—40ouCeR
La condition initiale va nous permettre de déterminer 1’-
expression de la fonction f :

fl)y=e
1
Cetl _4=¢
Ced=c+4

1
C=e4-(e+4)
On obtient ainsi I’expression compléte de la fonction f :
1 1
fl@)=e4-(e+4)-er®—4
1 1
=(e+4)-ed ™14

L’équation différentielle recherchée est :

15y + 24y = 12

15y = —24y + 12

L2412
A TART:
8 4
y:75y+5

Ainsi, la fonction f admet une expression de la forme :

f@)=Ce 3T~ S

_8
5

_8 1
=Cee 57”—501‘106]1%

La condition initiale permet d’obtenir la valeur de C' :

i)~

89
C-e 5 4 — 5 =2
1
0'6_2 - 2 - 5
3
0'6_2 = 5
3
C:€2‘§

L’expression de la fonction f, solution de ’équation dif-
férentielle, est :

3 8 1

— 2.5, —5T _ _
flay=e2d et
_3 S 1

2 2

L’équation différentielle recherché peut également
s’écrire :

—59""19:—1
fgy’:fiyfl
A WA S A W
v=(5)(7)-(3)
12
YTV s

Ainsi, la fonction f solution de cette équation admet
pour expression :

fl@) = Ces®

@\H‘w\w

1
=C-e6”—4ouCeR
Cherchons la valeur de C' afin que la condition initiale
soit vérifiée :
f(3) =6+2e
Ls
Ce6”—4=06+2e¢
1
Ce2 —4=6+2e
1
C-e2 =10+ 2e¢
1
C = (10 + 2€)~67§

L’expression de f est :

=

f(x) = (10 + 26)'8_%'661 —4

flx) = (10+ 2e)-e%1—% —4
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3. Equations différentielles

Exercice 3204 &

Dans tout I'exercice, A désigne un nombre réel de l'intervalle
105 1.
1. On se propose d’étudier les fonctions dérivables sur
1
] —00; 5[ vérifiant ’équation différentielle :

(Ex): ¥ =9>+ My
et la condition y(0) = 1.

On suppose qu'il existe une solution yo de (E)) stricte-
1

ment positive sur | —oco; —| et on pose sur | —oco; —| :
p } ’ 2[ p } ’ 2[
1
z=—
Yo
Ecrire une équation différentielle simple satisfaite par la
fonction z.
2. Question de cours : PRE-REQUIS
Les solutions de I'équation différentielle y' = —\y sont

les fonctions :
x— Ce™ @
ol C est une constante réelle.

a. Démontrer ’existence et 'unicité de la solution z de
I’équation différentielle :
(By): 2/ =—(Az+1)
telle que z(0) =1

b. Donner 'expression de cette fonction que ’on notera
Z0-

On veut maintenant montrer que la fonction zy ne s’annule

pas sur l'intervalle | — oo; 3 [
A

3. a. Démont In(l+X) > —.
a. Démontrer que In(1 + )>)\+1

On pourra étudier sur |0; 1] la fonction f définie par
fl@) =I(l+x) - ——
x+1

1 1
b. En déduire que X In(1+X) > 7

4. En déduire que la fonction zy ne s’annule pas sur ] —

1
00; =
Démontrer alors que (E)) admet une solution stricte-

ment positive sur } —00; [ que l'on précisera.

)
1
2

Correction 3204 &

1. Montrons que la fonction z vérifie ’équation différentielle
z:
Z==-Xz-1

Remplagons z par sa valeur de définition :

2.

/
1
2+ rz+1=— y02—|—)\~—+1
(yo) Yo

=Y+ Ao+ g

= 2
(%0)
1o étant solution de (E)\), ona:
0
= —5=0
Yo
On en déduit que la fonction z est solution de I’équation :
Z==-Xz-1

a. Considérons la fonction zg définie par :
1
() = DY
On a: .
25 (x) + ()vz)\(x) + 1) =0+ )\~<7X> +1
=-141=0

Ce qui montre :
2\ (x) = —(Xz)\(ac) + 1)
La fonction z) vérifie I’équation différentielle (Eg\)
Supposons 'existence de z la solution de (E;\) telle
que z(0) = 1, montrons que la fonction (z — zy) est
solution de I’équation différentielle y' = —A-y; on a :
(z—2zy\) =2 — 2}

Ces deux fonctions vérifiant I’équation (EA), on a :

R e e e R |

—“Az4+Azy=—A\ (z — zA)
Ainsi, la fonction (z — z)) vérifie 'équation différen-
tielle annoncée; d’aprés le pré-requis, il existe C € R
tel que :
z—zy=Ce
Ainsi, la fonction z a pour écriture :
2(x) — 2a(x) = Ce™
2(x) = C-e™™ + 2y ()
1
z(x) = Ce™ N — =
Ceci prouvant 'existence de cette solution de 1’équa-
tion différentielle.

Montrons 'unicité de cette solution de I’équation dif-
férentielle :
Considérons deux fonctions z; et zo vérifiant (E’A),
on a vu que les fonctions (z1—z)) et (z1—z)) vérifiées
I’équation différentielle y'=—\-y ; il existe C et C’ deux
constante réelle telles que :

21(1) — 2a(2) = Coe ™5 2(z) — a(2) = Cloe
Ainsi, on a :

zo(x) — z1(x) = {22(1) - zA(as)} — |:zl(g[;) _ Z)\(l‘)}
= (Cle ™ — Ce™ ™ = (C’ - C).e_’\x

Or, les deux fonctions z; et z9 vérifiant les mémes con-
ditions initiales :
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Zz“D-—ZﬂO)::(CV—-CO.e*AU

1—1:(0h—0)1
C'—C =0

On en déduit C'=C, ce qui prouve 'unicité de la fonc-
tion zg solution e I’équation différentielle (E ,\) et de la
condition initiale z(0)=1.

b. On a vu que zg admet une écriture de la forme :
1
ZO(l') = C-e_k'x — X

Cette solution doit vérifier zo(0) = 1; on en déduit :

20(0) = C-e= A0 —%
1
1=C1-5
1
1=C1-5
1
C:1+X
1

L’unique solution de ’équation (E;\) admet pour écri-
ture :

1 1
ofa) = S e

PR
a. Considérons la fonction f définie par :
x
=1In(1 -
fl) =In(1+2) -
f est donnée sous la forme d’une différence (u—wv) ou :
T
=1In(1 ; =
u) =In(1+2) 5 vle) =
Ces deux fonctions admettent pour dérivée :

1 l(x+1)—=a1 1
! — . ! — =
u(x)_1+m ’ U(CL’) (l‘+1)2 (l‘—|—1)2
On en déduit 'expression de f/ dérivée de la fonction
I 1 1
/ o R _ _

r+1 1 x

(41?2 (x+1)2 (z+1)2
Le dénominateur de ce quotient étant toujours posi-
tif, le signe de f’ ne dépend que de son numérateur
qui est également positif sur ]O; 1] : la fonction f est
strictement croissante sur ]O; 1].

0
En remarquant que f(0) = Inl — 01 = 0, on en
déduit que la fonction f est strictement positive sur

]0; 1], ce qui permet d’établir I'inégalité suivante :

flz)>0

mu+xyfgéi>o

x
In(1 > —
n(l+ x) 1

Comme X € |0; +oo[, on a :
A
A+1

b. De 'inégalité précédente, on obtient :

In(1+A) >

A
1 1 A
—.In(1 .
N AT
1
In(1+ A —
a1+ > 5T

Or,)\E]O;l] = 0< <1
— 1< A+1<2
La fonction inverse est décroissante sur R*

:$1> 11
17 A+17 2
1

1

= 1l>— ==

A+17 2
Appliquée a I'inégalité précédente, on obtient :
1
h’l(]. -+ )\) > 5
Les zéros de la fonction zg doivent vérifier ’équation suiv-

ante :

zo(z) =0
D R |
. —7:0
A A
A+1 SV
A A
A+1
Or, A €]05 1] = S >0
e—)vx: A l
A+1 A
1
Az _
S W

La fonction logarithme est croissante sur R’}

In (=) ::hl(x{ki)

— Az =1In (m)

-ty

x:%-ln(/\—kl)

Or, la question 3. b. montre que, pour tout /\E]O ; 1],
on a :

1 1 1
On en déduit que zy ne s’annule pas sur lintervalle

]—m%ﬂ

Ainsi, il est possible de définir, sur 'intervalle } — 00}

[

N | =

la fonction z définie par :
z=—
Z0
Et d’aprés la question [1., z est solution de 1’équation
différentielle et elle vérifie la condition :

1
O=T5 1!

Pour montrer que cette solution est positive sur ] -

1
0 ; 3 [, il suffit de montrer que zg 'est :
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At _ 10
) N
A+l L1
N ¢ T

A1

7)\1; .=

S Wi Y

La fonction logartihme est strictement croissante

() > (537 5)

— Az >In (%_H)

T < 1 In (L>
2 A+1
Or, la question 3. b. permet d’affirmer :

r < =
2

N =
L—

La fonction z est strictement positive sur ] — 00;

Exercice 3248 &

QCM : pour chaque question une seule des réponses proposées
est exacte. Aucune justification n’est demandée. Chaque
bonne réponse rapporte 0,75 point, chaque erreur enléve 0,25
point, ’absence de réponse vaut 0 point. Si le total des points
de l'exercice est négatif, la note est ramenée a 0.

Vous répondrez sur votre copie en indiquand le numéro de la
question et la lettre correspondant & votre réponse :

1. L’équation e?* — 3e® — 4 = 0 admet dans R :

a. 0 solution b. 1 solution

c. 2 solutions d. plus de 2 solutions

2. L’expression —e™%

a. n’est jamais négative | b. est toujours négative
c. n’est négative quesi z | d. n’est négative que si x
est positif ets négatif
2e” — 1
3. im =
z—=+oo €% + 2
1
a. —— b. 1
2
c. 2 d. +oo

4. L’équation différentielle y = 2y’ — 1 a pour ensemble de
solutions :

1
b. z+— ke2® +1

avec k € R

a. r— ke?® —1
avec k € R

1
c. z— ke2” —1

1
d. :cr—>k62x+§
avec k € R

avec k € R

Correction 3248 &
1. Cette équation ne posséde qu'une unique solution
(réponse b. ) :
Considérons le polynéme P définie par :
P(z) =22 -3z —4
Son discriminant a pour valeur :

A =1 —dac=(-3)2 —4x1x(—4) =9+ 16 =25
On a la simplification suivante VA = /25 =5
Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet deux racines :

—b— VA b+ VA
T =—— T9g = —(—
2a 2a
_3-5 345
2x1 T o2x1
-2
=—=1 :§:4
2 2

Considérons les deux fonctions f et h définies par :
f(x) =e* —3e® —4 ; h(z)=e¢"
On remarque qu’on a :
J@) = (Pon)()
D’aprés ’étude du polynéme P, pour que f s’annule, il
est nécessaire que h(z) = —1 ou h(z) = 4.

® La fonction exponentielle étant positive, 1’équation
h(z) = —1 n’admet aucune solution.

® La fonction exponentielle est strictement positive sur
R et prend ses valeurs dans }O ; +oo[; d’apres le corol-
laire des valeurs intermédiaires, il existe un seul nom-
bre a € R tel que :
h(a) =4 :>f(oz) =0

L’expression —e~* est toujours négative (réponse b. ) :
La fonction exponentielle est positive :
—z€R = exp(—z) >0
= —exp(—z) <0
2e” — 1

im
z—>+oo €T + 2

=2 (réponse c. ) :

On a la transformation algébrique suivante :

. 1 1
26w_1_€ (2_67) :2_67

o 2 2
e

D’aprés le cours, on a :
xr

. € L1 .

lim — = 400 On en déduit :
x——+oco I

. T . 1

lim —= lim —& =0
T—+oo et r—+o00 €

T
On a ainsi la limite suivante :
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. 2e” — 1 .
lim = lim
z—+oo T + 2

4. Les solutions de I'équation différentielles sont les fonc-

1
tions de la forme (x —> keix*l) avec ke R :

L’établissement de ce résultat fait parti du cours; ici, on
se comptentera seulement de montrer que la famille de

fonctions définies & la réponse c. vérifie cette équation
différentielle.
Posons, f(z) =k-e2* ' —1ouk€R, ona:

fl(z) = kée%x -0= %ke%x
Montrons que ces fonctions vérifient ’équation différen-
tielle demandée :

1
2 —1=2f(z) - 1= 2-(%]4:-65”) 1

= k~e%$ —1=f(z)

4. Equations différentielles

Exercice 3760 &

On considére la fonction f définie sur Pintervalle ]O; —l—oo[
par :

In (ezm — 1)
fla) =5
Vérifier que f est solution de I’équation différentielle :
e’ e’
/ — —
yry= e*—1 e*+1

Correction 3760 c

La fonction f est définie par le quotient de la fonction u par
la fonctionv définie par :
u(z) =In(e?* —1) ; v(z)=¢"

Déterminons les dérivées de ces trois fonctions :
® |a fonction u est définie par la composée de la fonction ¢
par la fonction w ou :
w(z)=Inz ; t(z)=e>*-1
qui admettent pour dérivée les expressions :

1
w'(z) =~ ; t'(xr)=2e*
x

Ainsi, la dérivée u' de la fonction u a pour expression :

1
u'(z) = t'(x)w' [t(z)] = 2~e2'z~m
2_62~:C
T 2w

® La fonction v admet pour dérivée la fonction v dont I’-
expression est :
v'(x) = e*
Ainsi, la fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont
I’expression :
2_62~x

u(z)v(x) —ulz)v(x ?-ef—ln(e%—l)-ex
f’(a:)— ()() () ()_6 —1

[v()]” (e7)”

p2'T
2 -e® —In (ezx — 1)'€z

e2r —1

eQ-z

Ainsi, la somme f + f’ a pour expression :

f(z) + f'(x)
2.621 xr xr x
(e 1) peop¢ (1)
- eT 62-1:
2.¢27

el (2 —1) 2] e® —1In (e*” —1)-e”

- 62~:1c 62~x
o2

e In (62“" — 1>e§;7—1.6x —In (ezx — ].)'Gm

= 62-1

5. Equations différentielles : annales

Exercice 3241 c

Les parties A et B sont indépendantes.
Un laboratoire de recherche étudie I’évolution d’une popula-
tion animale qui semble en voie de disparition.

Partie A

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette
population dont l'effectif initial est égal & mille.

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d’in-
dividus, est approché par une fonction f du temps ¢ (exprimé
en années & partir de lorigine 2000).

D’aprés le modéle d’évolution choisi, la fonction f est dériv-
able, strictement positive sur [0; +o0[, et satisfait ’équation
différentielle :

(B): ¢ = —2%1/(3 —Iny)

1. Démontrer I’équivalence suivante : une fonction f, dériv-
able, strictement positive sur [0; +oo[, vérifie, pour tout

1
tde[0; oo, f/(t) = —%f(t) [3—111 (f(t))} si, et seule-
ment si, la fonction g = In(f) vérifie, pour tout ¢ de

[0; +oo[, ¢'(t) = 2090 — 55

2. Donner la solution générale de I’équation différentielle :

1
(H): 2/ =—2z— —.
20 20

3. En déduire qu’il existe un réel C' tel que, pour tout ¢ de
[0; +oof :
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f(t) =exp [3 + C-exp (210)}

(la notation exp désigne la fonction exponentielle na-
turelle x — e%)

4. La condition initiale conduit donc a considérer la fonc-
tion f définie par :

f(t) = exp [3 —3exp (210)}

a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
b. Déterminer le sens de variation de f sur [0; 4ol

c. Résoudre dans [0; +oo[ I'inéquation f(¢) < 0,02.
Au bout de combien d’années, selon ce modéle, la taille
de ’échantillon sera-t-elle inférieure a ving individus ?

Partie B

En 2005, ce laboratoire de recherche met au point un test
de dépistage de la maladie responsable de cette disparition
et fournit les renseignements suivants : “La population testée
comporte 50 % d’animaux malades. Si un animal est malade,
le test est positif dans 99 % des cas; si un animal n’est pas
malade, le test est positif dans 0,1 % des cas’.

On note M 'événement “I’animal est malade’, M ’événement
contraire et T' I’événement “le test est positif’.

1. Déterminer P(M), Py (T), Py7(T).
2. En déduire P(T).

3. Le laboratoire estime qu’un test est fiable, si sa valeur
prédictive, c’est-a-dire la probabilité qu’un animal soit
malade sachant que le test est positif, est supérieure a
0,999. Ce test est-il fiable ?

Correction 3241 &

1. ® —:
Supposons que la fonction f vérifie :

F1(6) =~ £(0):[3 1 (7(0)]

La formule de dérivée d’'une composée donne pour

te[0; +oof :

L 11 1
90 =10 55 = 550 [3-m (O] 55
= —2—10- [3 —1In (f(t))} = —% + %-ln (f@®))

3 1 ;
30 + ?09( )
® —:
Supposons que la fonction g vérifie :
, 3
g0 = 550) ~ o
La formule de dérivée de composée donne :
, 11 3
f (t)'m =30 In (f(t)) 50
710) = £(0) 5 (F0) ~ o]

F1(0) = 55 £ [3 - (5)]

2. Les solutions générales de 1’équation différentielle y' =
a-y+0b (a €R*)sont de la forme :

y(t) = C-e** — b ot CeR
a

4.

En appliquant ce résultat de cours & I’équation différen-
tielle (H), on obtient la solution générale de cette équa-
tion différentielle :

1 o0 1
2(t) = Crer® — 20 = Ce” 43
20
La fonction g vérifie ’équation différentielle (H), elle ad-

met, d’aprés la question précédente, une expression de la
forme :

g(t) = C’-e27103E +3
A Tl’aide de la question 1., on a :
In (f(t)) = C-e20” + 3
eln (f(t)) _ ec-e%‘”{a
f(t) =exp [C' exp (g52) + 3}
a. On a la limite suivante :

lim 3 —3exp (%) = -0

t—+oo
On en déduit la limite suivante :

tlgknoo f(t) - ti}inoo P |:C exp (2170‘%) * 3} =0

b. A Taide de la question 1., on a l'expression de la
dérivée de la fonction f :

F1(0) = =5 £ (0):[3 =1 (7(0)]

)

La fonction f est strictement positive sur [0; +oo],
ainsi que la fonction exponentielle. On en déduit que
la fonction f’ est strictement négative sur [O; —+—oo[ :
la fonction f est strictement décroissante.

Il
w
|
w

c. Résolvons I'inéquation suivante :

f(t) < 0,02
t
exp [3 — 3exp (%} < 0,02

La fonction In est strictement croissante

In (exp [3 — 3exp (2%)]) < n (0,02)

3 — Bexp (;—0) < (0,02)
3exp (;—0) >3 —1n (0,02)
exp (%) >1-— In ((;702)
In [exp (%0 } > In (1 — In (%’02))
Lo (o 209
t>20m (1- i (%’02))
A Tunité prés, on a :
In (0,02)
201n {1 — 7} ~ 16,69

La fonction f exprime en fonction des années, la taille
de cet échantillon en milliers; ainsi, la taille de cet
échantillon sera inférieure a 20 individus au bout de
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17 ans.

Partie B
1. D’apres I’énoncé :
® P(M)=0,5car:
“La population testée comporte 50% d’animaux
malades’.

® Py (T) =0,99 car :
“Si un animal est malade, le test est positif dans 99 %
des cas”.

® P(T) = 0,001 car :
“Si un animal n’est pas malade, le test est positif dans
0,1% des cas”.

2. Les deux événements M et M sont deux événements con-
traires; on a :

T= (TmM) U (Tnﬂ)
Les événements TN M et T'N M sont disjoints :
P(T) = P(TNM) +P(TNH)
En utilisant les probabilités conditionnelles, on a :
P(T) = Py (T)xP(M) + Py;(T)xP(M)
P(T) =0,99x0,5 + 0,001 x0,5 = 0,4955

3. En utilisant la définition des probabilités conditionnelles,
on a :

P(M N T)
Pl = "o
P(MﬂT) = PM(T)XP(M)
Par application numérique, on a :
P(MDT) =0,99%0,5 = 0,495
Déterminons la valeur de la probabilité conditionnelle
PT (M) :
P(MNT) 0,495
P(T) 04955 — 0,998991
On en déduit que ce test n’est pas fiable.

Pr(M) =

Exercice 3312 &

Partie A

Soit f la fonction définie sur R par :

xT

3e4

f(x) = z
24 e4 5
1., Démontrer que f(z) = ——.

14+2e 4

2. Etudier les limites de la fonction f en +00 et en —oc.

3. Etudier les variations de la fonction f.

Partie B

1. On a étudié en laboratoire I’évolution d’une population
de petits rongeurs. La taille de la population, au temps
t, est notée g(t). On définit ainsi une fonction g de I'in-
tervalle [0; —|—oo[ dans R. La variable réelle t désigne le
temps, exprimé en années. L’unité choisie pour g(t) est
la centaine d’individus. Le modéle utilisé pour décrire
cette évolution consiste a prendre pour g une solution,
sur U'intervalle [0; 400 [, de I’équation différentielle :

(B1): y =<

a. Résoudre I'équation différentielle (Ey).

b. Déterminer 'expression de g(t) lorsque, a la date t = 0,
la population comprend 100 rongeurs, c’est a dire

g(0) = 1.

c. Aprés combien d’années la population dépassera-t-elle
300 rongeurs pour la premieére fois ?

2. En réalité, dans un secteur observé d’une région don-
née, un prédateur empéche une telle croissance en tant
une certaine quantité de rongeurs. On note u(t) le nom-
bre des rongeurs vivants au temps ¢ (exprimé en années)
dans cette région, et on admet que la fonction wu, ainsi
définie, satisfait aux conditions :

u(0) =1

ot u’ désigne la fonction dérivée de la fonction wu.

pour tout nombre réel ¢

(B2) : positif ou nul,

a. On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(t) > 0.
On considére, sur 'intervalle [O; +oo[, la fonction h
définie par h = —. Démontrer que la fonction u satis-

u

fait aux conditions (F5) si, et seulement si, la fonction
h satisfait aux conditions.

1 1
K (t) = _Zh(t) + — pour tout nombre réel ¢

(Es) 12 positif ou nul,
h(0) =1
b. Donner les solutions de 1’équation différentielle :
1 1
r_ L
LT

et en déduire I'expression de la fonction h, puis celle
de la fonction wu.

c. Dans ce modéle, comment se comporte la taille de la
population étudiée lorsque ¢ tend vers +oo ?

Correction 3312 &

Partie A
1. Ona:
3¢1 3¢1 3
f(l') — T = T = —
2+l 61(27+1> 1+2 4
ed
On a les limites suivantes : -
® Im e*=+4+oco= lim 1+2¢ 4 =+
r——+00 T —00
. 3
— lim — =0

x
T——00 1 + 2672

¢ lim e =0=— lim 142 1=1

T —00 r——+00
3
= lim —> =3
Tr——00 1 + 2€—Z
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3
2. La fonction f est donnée sous la forme d’'un quotient —
U
ou :
_z
u(z) =1+2e 4
qui admet pour dérivée :
1 _z 1 _z
u'(z) =0+ (—Z>2e 4=——¢4

On en déduit 'expression de la dérivée f' de la fonction

NS

3e”
T 2
214277
Le numérateur et le dénominateur sont strictement posi-

tifs, on en déduit que la fonction f est strictement crois-
sante sur R.

Partie B
1. a. L’équation différentielle (E7) s’écrit :
1
(Br) =y = Zy
Les solutions générales de cette équation différentielle
sont de la forme :

1
f(z) = C-e4” ou C est une constante réelle

b. La condition imposée a la solution recherchée est !

9(0)=1

La constante C doit vérifier :
C-ei'o =1
Ce'=1
Cl=1
C=1

Ainsi, la solution de 1’équation différentielle (E;) véri-
fiant la condition g(0) =1 est :
1
g(x) = ea®
c. Pour savoir en combien d’années la population
dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la premiére fois, il

suffit de résoudre I'inéquation suivante :
g9(x) >3

1
ed® >3

La fonction In est strictement croissante sur R :
1
In (elw) >In (3)
1
Zm >1In (3)

x> 4-1n(3)
Or, 4In (3) ~ 4,4; ainsi, la population de rongeurs

dépassera 300 rongeurs au bout de 5 ans.

2. a. © —:

1
La fonction h est définie par le quotient — ; elle ad-
U
met pour dérivée :
u

h/:_72

u
Effectuons des transformations sur D’écriture de
R (t) :

/ u(t)  [ut)]”
Bt) = -2 (L‘)2 _ 4 12
[u(®)] [u(®)]
wt)  [uO]
_ 4 12 4 1
[wt)®  [u@n)]®  w) 12
On a également h(0) = ﬁ = % =1

Ce qui montre cette implication.
[ ] < :
Supponsons que la fonction h satifisfasse aux condi-
tions (E3); h est définie par :
1 1
h==- = u=-—

u
La dérivée de la fonction u peut s’exprimer :

I h/
u = ~72 1
W) = — h’(t)2 _ _**h(t) tﬁ
[n(t)] [n(t)]
N
4 k() 12 W]Q
En utilisant 'égalité u = % :

— %-u(t) _ le {u(t)r _ ? _ {uit;}

b. L’équation différentielle 3’ = a-y + b admet pour solu-
tion généralte, les fonctions f de la forme :
b
flx)y=C-e"*——-ouCeR
a

En appliquant ce résultat & I’équation différentielle
(E3), on obtient que la fonction A admet une écrit-
ure de la forme :

.z 1

hz)=Ce 4 + 3
On obtient la valeur du réel C en utilisant la condition
h(0) =1 de 'équation (Es) :

h(0)=1
1oy
Ce 4 +-=1
e + 3
1
Cl+-=1
+ 3
1
C=1--
3
2
=3
Ainsi, la fonction h admet pour écriture :
2 ——z 1
(x) 3 + 3

La fonction u admet pour écriture :
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1
2 ——=z 1
W)= 26 4542
(x) 3 e + 3
1
2¢ 47 41
h p—
@ =22
11
hz) 1
2¢ 4 +1
3
3
u(x): 1
2¢ 4" 41

c. D’aprés la question 2. de la partie A, on obtient la
limite suivante :
lim wu(x)=0
T—-+00
On en déduit que la taille de la population de rongeurs

va tendre vers 0; les rongeurs vont disparaitre.

Exercice 4135 &

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On utilisera le résultat suivant : les solutions de ’équations
différentielle ' =a-y ot a €R sont les fonctions g définies sur
R par :

g(x) = K-e** ou KeR.

Le but de cette partie est de déterminer les solutions de
I’équation différentielle :
(E):y'=ay+b ouacR*etbeR.

1. Démontrer que la fonction u définie sur R par :

u(x) = 79

est une solution de (E).

2. Soit f une fonction définie et dérivable sur R. Démontrer
I’équivalence suivante :

f est solution de (EF) <= f—u est solution de ’équation
différentielle y' =a-y.

3. En déduire toutes les solutions de I’équation différentielle
(E).

Partie B

Un cycliste roule sur une route descendante rectiligne et trés
longue. On note v(t) sa vitesse a 'instant ¢, ol ¢ est exprimé
en secondes et v(t) en métres par seconde.

On suppose de plus que la fonction v ainsi définie est dérivable
sur l'intervalle [O ; +00 [ Un modéle simple permet de consid-
érer que la fonction v est solution de I’équation différentielle :

10-v'(t) + v(t) = 30
Enfin, on suppose que, lorsque le cycliste s’élance, sa vitesse
initiale est nulle, c’est & dire que v(0)=0.
1. Démontrer que :
t
u(t) = 30-(1 - e*To)
2. a. Déterminer le sens de variation de la fonction v sur
Iintervalle [O;—l—oo[.
b. Déterminer la limite de la fonction v en +oco.
3. On considére, dans cette situation, que la vitesse du cy-
cliste est stabilisée lorsque son accélération v’(t) est in-
férieure & 0,1 m-s~2. Déterminer, & la seconde prés, la

plus petite valeur de t a partir de laquelle la vitesse du
cycliste est stabilisée.

4. La distance d parcourue par ce cycliste entre les instants
t1 et to est donnée par :

to
d:/ v(t) dt
t1

Calculer la distance parcourue par ce cycliste pendant
les 35 premiéres secondes.

Correction 4135 &
Partie A :

1. Vérifions que la fonction u est une solution de I’équation
(E); pour tout z€R :

a-u(x)+b=a><(—§) Yb=—b+b=0
Or u étant une fonction constante, ce qui montre v’ = 0.
La fonction u est solution de I’équation (E)
2. ® Supposons que la fonction f est solution de (E) :

On a:
2 (f-u)'(x) = f'(x) —v/(z) = f'(z) = a-f(z) + b

a-f(z) — a~< Z) =af(x)+b
(f-u)' =a(f-u)

—u) est solution de I’équation différentielle y' =a-y.
(f-u) q Y =ay

On en déduit I'égalité :

® Supposons que le fonction (f—u) est solution de
I’équation différentielle :

Y =ay
Ainsi, on a ,l’égalité suivante pour tout réel x :
(f~u) (z) = a(f~u)(z)
f'(@) = /(2) = a-[f(z) — u()]
f'(x) =0=af(z) - au(z)

F'@) = af@) —a(-2)
Fl(a) = a-f(x) + b

On en déduit que la fonction f est solution de I’équa-
tion différentielle (E).

3. Soit f une fonction solution de (E); alors f—u est solu-
tion de I’équation différentielle : 3y’ = a-y

D’aprés le résultat rappelé en début d’énoncé, il existe
un réel K permettant d’exprimer f —u pour tout x € R :
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(ffu (z) = K-e*®
f(x) —u(x) = K-e™*
f(2) = K¢ + u(a)
b
= K.e®% e
fla) = Koevr =
Partie B
1. L’équation différentielle vérifiée par la fonction v s’écrit :
10-v'(t) + v(t) = 30
10-v'(t) = —wv(t) + 30
1 30
/!
)= —— =
v(t) = —15v( + 35
1
(t) = ——-w(t) + 3
V() = —0() +
D’aprés la partie B, on en déduit qu’il existe un réel K
vérifiant : 5
'U(t) = K- 10 t_ 71
10

1
v(t) = K-~ 10" 430

La condition initiale doit vérifier :

v(0) =0
1
Ke 10%°430=0
K-e®+30=0
K+30=0
K=-30

Ainsi, la fonctlon f admet I'expression :
v(t) = K-e~ 10 ' +30

— 30- 10" 430
- 30-(—e—ﬁ't n 1)

- 30-(1 - e—Tlo‘t)

2. a. La fonction v admet pour expression :

1, 1
v(t) = 30-(1 —e 10° ) =30 —30-¢ 10°

Ainsi, la fonction v admet pour dérivée la fonction v’
dont 'expression est :

1 1 1
v ()0 — {30-(——)-@‘ 10@ =3¢ 10°¢
(t) 10
La fonction exponentielle étant positive sur R, on en
déduit que la fonction v est strictement croissante sur
[0;+00].
b. On a la limite suivante :

¢
lim 710 =0= lim wv(¢) = 30.
t——+o00 t——+o00

3. Résolvons I'inéquation suivante :

v (t) < 0,1

1
3e 107 <0,1
e_%‘t < i
30

La fonction logarithme est croissante sur R :

In [671710"5} In (310)

t< —In30
>( In 30)-(—10)
t>10-1n 30

On a la valeur approchée : 10-1n 30 ~ 34,01.
On en déduit que c’est & partir de la 35°™° seconde que
la vitesse du cycliste est stabilisé.

4. On a la valeur de 'intégale suivante :

35 35 . 35 .
/ v(t)dt:/ 30-(1—e—ﬁ) dt:/ 30 — 30-¢7 10 dt
0 0 0

35 S| t
= [30-t], +300~/ T
0

¢ 135
— 30%35 — 30x0 + 300 {e* 10]0

35 0
— 1050 + 300- (e— 0 — e 10)

35 35
— 1050 + 300- (e_ 10 — 1) — 750 + 300-¢~ 10
~ 759.1m
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