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Recueil d’exercices - fonctions numériques

]. Logarithme népérien - In
EXERCICE 1:

1. Résoudre dans les équations suivantes :

a) In(x+1) +In(3x-2) =3In2; b) Inv2x —3 =In(6-x) - % Inx ; ¢) In(Inx) = In(In(3x-6)) ;
2
d) In®x + In?x-17Inx+15=0; e) In*x-13In>x+36=0: f) [Nnx+1)—In(x—-2)] =1.
2.Résoudre dans les inéguations suivantes :
1 10—
a) In(x+3) + In(x+5) < In(x+15): b) Inx-In- - 23>0, ¢)In X = ) <o,

3.Résoudre dans x les systéemes suivants :

Inx+Iny=0 2Inx + 3lny = 19 X+y=m

InC + )=1" 3Inx — 5lny =— 19 Inx -+ Iny = In (m + 1) (on discutera

suivant les valeurs du réel m).
EXERCICE 2 :

1. Soit a et b deux nombres réels et f la fonction définie sur ]0; +oco[ par f(xX) = ax + b + 'nTX

Déterminer a et b pour que la courbe représentative de f passe par le point A (1 ; 0) et admette en ce
point une tangente paralléle a la droite d’équation y = 2x.

= —1)2sj
2.0n donne lafonctiongde vers définie par: { 909 = (x 1). SIX= 1.
gx) =Inx six=1
a) Démontrer que g est continue sur
b) Etudier la dérivabilité de g au point 1.

3. @) Soit x un nombre réel strictement supérieur a 1. En utilisant les inégalités des accroissements

N . - x—1
finis a la fonction In sur I'intervalle[1; x] ; montrer que pour toutx >1,0na: v <Ihxsx-1.

b) Pour tout réel x appartenant a I'intervalle]0; 1[ ; montrer que les inégalités  sont vraies.
EXERCICE 3:

. . g -1
1. Soit g lafonctionde vers définie par g(x) = XT + Inx.

Etudier les variations de g ; calculer g(1) et en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
2.0n considere lafonctionfde vers définie par f(x) = |x — 1|Inx

a) Etudier la dérivabilité de f au point x, = 1.

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

¢) Tracer la courbe représentative ( ) de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J).
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d) Montrer que f réalise une bijection de sur un intervalle J & préciser. La bijection réciproque 2

+

de f est-elle dérivable au point 0 ? Représenter sur le méme graphique que ( ) lacourbe (I") de 1.

EXERCICE 4 :

On considere la fonction numérique f définie sur . par ; {f(x) =xin (X + i) six#0 .
f(0)=0
On désigne par ( ) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
2. On consideére la fonction g définie sur [1;+ oo par g(x) = xIlnx et on appelle (") sa courbe
représentative. Etudier g et tracer (I').
3.a) Etudier la limite de f quand x tend vers +oo
b) Montrer que les courbes (I) et ( ) sont asymptotes et préciser leurs positions relatives.
4. Etudier le sens de variation de la fonction dérivée f'. En déduire le signe de f.

5. Dresser le tableau de variation de f puis tracer la courbe () sur le méme graphique que (I").

EXERCICES :

. , e In (1+x)
Soit f la fonction définie sur [0; + co[ par f(0) = 1 et pour tout x ]0; + oo[ ; f(X) = — de
courbe représentative ( ) dans un repére orthogonal (O ; ) d’unités graphiques 1 cm en

abscisses et 10 cm en ordonnées.

i i o X2 X2 X3
1. a) Démontrer que pour nombre réel positifxona:X- — = INn(1+x) < x - -+t 3

Ly 1 In (1+x)— 1
b) En déduire que pour toutx >0 - > = % =- > +

w | x

¢) Etudier la dérivabilité de fen 0.

2. Démontrer que f est dérivable sur ]0; + o[ etquef’(X) = % ol ¢ est une fonction a préciser.

3. Etudier les variations de la fonction ¢ sur]0; + oo[ . En déduire le signe de ¢.

4. Calculer la limite de f en +oo ; dresser le tableau de variation de f puis tracer ( ).

EXERCICE 6 :
. , . : , e -1
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = - g +Inf—
1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation
2. On désigne par ( ) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; ).
Montrer que la droite (A) d’équation 'y = - g est asymptote a (). Préciser la position de ( ) par
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rapport a (4).

. 1 1 . . . .
3. Montrer que le point I(E; — Z) est centre de symétrie de ( ). Donner une équation de la tangente a

( )enletconstruire ( ).

4. Montrer que I'équation f(x) = % admet une solution unique X, etque Xq E%[ .

EXERCICE 7 :

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la famille de fonctions f,, par:
f,(X) = x(Inx)" pourx # 0et: ,(0) =0.
On appelle ( ) la courbe représentative de f, dans le plan muni d’'un orthonormé (O ; |, ).
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f, enO.
2. Etudier les variations de f; et construire ( ;).
3. Etudier les variations de f, pour n> 1. (On distinguera deux cas suivant la parité de n)
4. Démontrer que toutes les courbes ( ) passent par trois points fixes
5. Etudier les positions relatives de ( ) et ( ,+1) lorsque x décrit I'intervalle [1; + oo.

6. Construire la courbe (' ;) sur le méme graphique que ( 1).

EXERCICE 8 :

. . g I X
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) =2 -x-4 % et () sa courbe dans un repére

orthonormal.

1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur ]0; + oo par g(x) = — x?- 4 + 4Inx.
a) Etudier le sens de variation de g et déterminer son maximum sur ]0; + oo

b) En déduire le signe de g sur ]0; + oo .

2.a)Calculer les limites de fen 0 et en+oo.

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique X,. Vérifierque:1< Xg < >

4. Montrer que la droite (A) d’équation y = 2 — x est asymptote a ( ) et étudier la position de ( ) par
rapport a (4).

5. Déterminer les coordonnées du point A de ( ), sachant que ( ) admet en A une tangente (T)
paralléle a (4).

6. Tracer les droites (A) et (T), puis la courbe ( ).

7. Soit la fonction h définie sur ]0; + o[  par h(x) = (Inx)2.

Calculer h’(x) ; en déduire les primitives de f sur ]0; + oo] .
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EXERCICE 9 :

x2Inx
1+x

f est la fonction numérique définie sur [0;1] par f(0) = 0 et pour tout x ]0;1] ; f(x) = de

courbe représentative () dans un repére orthogonal (O; , )telque || || =2| ||

. . I : . e 1+
1. Etude d'une fonction auxiliaire : Soit u la fonction définie sur ]0; 1] par u(x) = 2—+;( + Inx.

Dresser le tableau de variation de u.

En déduire que I'’équation u(x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle ]0;1].
Vérifier que : 0,54 <a < 0.55.

2. Etude de la fonction :

a) ]0; + oo ladérivabilité de f en zéro. Que peut-on déduire pour la courbe ( ) ?

. 2
b) Démontrer que f est dérivable sur ]0;1] et que f'(x) = )((L:))(g X u(x) et dresser le tableau de
variation de f.
2
c) Démontrer que f(a) = —% et tracer la courbe ( ) en mettant en évidence les tangentes aux
points d’abscisse O et 1.
EXERCICE 10:
. . P | .
Soit la fonction f définie sur [0; + co[ par f(x) = % si x > 0 et f(0)= -1. On note( ) sa courbe
représentative dans un repere orthonormal (O ; ).

1. Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0; + oo[ par g(x) =x-Inx-1.
Etudier le sens de variation de g. En déduire que g(x) = 0 pour toutx ]0; + oof .
1. a) Montrer que f est continue au point O.

b) Montrer que f est dérivable en O ; on précisera la valeur de sa dérivée en 0.

¢) Etudier la limite de f quand x tend vers+oo,

d) Etudier le sens de variation de f, dresser son tableau de variation et tracer sa courbe ( ).

EXERCICE 11 :

1. On considére la fonction numérique g définie sur ]0; + oo par g(x) = X2 - Z 4lnx.

a) Etudier les variations de g. Préciser g(1).
b) En déduire le signe de g sur chacun des intervalles [0;1[ et]1; + oo[.

2. Soit la fonction f définie sur ]0; + oo par f(x) = %XZ + 4—)1(2 - (Inx)2.

1
a)Montrer que pour tout x>0 ; f(x) = f( )

X
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b) Déterminer la limite de f en +oo (on pourra mettre x?> en facteur dans I'expression de f(x)).

Déterminer la limite de fen O.
1 - -
¢) Montrer que pour toutx >0 ; f'(x) = Zg(x). En déduire le sens de variation de f.

d) Tracer la courbe représentative ( ) de f dans un repére orthonormal.

3.a)Montrer que I'équation f(x) = x admet une solution unique a sur l'intervalle]0; 1] .
, : 1 : . .
b) Montrer que I'équation f(x) = " admet une solution unique B sur I'intervalle]1; + oof .

¢) Montrer que of = 1. Déterminer un encadrement de B damplitude 1072 ; en déduire un

encadrement de a.

EXERCICE 12 :

Le repére (O, |,J) est orthonormé. Soit m un nombre réel strictement positif et f,, la fonction définie
par: f,(X) =In(mx) + % On désigne par ( ) lacourbe représentative de f,,.

1.a) Déterminer I'ensemble de définition de f,, et étudier les branches infinies de ( ).

b) Déterminer la dérivée de f,, et démontrer que I'ensemble des extremums de ( ) lorsque m décrit
10; + oo est lacourbe (I") d’équation : y = 2In(x|Inx|)

¢) Etudier la fonction x  2In(x|Inx|) et tracer (I").

2.a) Etudier la fonction f; et tracer la courbe ( ;).

b) On désigne par g la restriction de f; a l'intervalle[e; + co[. Démontrer que g admet une fonction
réciproque g~! dont on précisera I'ensemble de définition. Tracer la courbe représentative de g™2.

3. Démontrer que ( ;) admet un point d’inflexion dont I'abscisse a est solution de I'équation :

(Inx)? -Inx-2=0. Déterminer une valeur approchée de a a 1072 prés.

EXERCICE 13:

Soit lafonction f: x  In|Inx|.
1. Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative.
2. Démontrer que pour tout nombre réel m, I'équation In|lnx| = m admet deux solutions x;et X.

Calculer le produit x;x»
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2. Exponentiel - exp
EXERCICE 1:

1. Soit lafonctionfde vers définie par f(x) = X2 - e

a) Demontrer que f est deux fois dérivables sur , calculer f’(x) et f " (x).

b) Déduire les variations et le signe de f .

c¢) Déterminer les variations de f et montrer que : x . X2 < eX

X

.. . €
Retrouver ainsi  lim — .

. . . PP n+1—
2. Soit n un entier naturel et la fonction f, de vers définie par f,(X) = e” - X

a) Montrer que f, estdérivable sur et donner ses variations.
b) Déduire du tableau de variation de f, qu’il existe un réel strictement positif a tel que : X
Ja; + oo ; f,(X) > 0.Démontrer que: X Ja;+oo[; & > x"*1 et justifier ainsi que pour

. eX
toutn ; lim — =+co

EXERCICE 2 :

1
1. Soit I'application ¢ de dans définie par @ (X) = (1 + %) ex + 1.

Etudier les variations de @, en déduire le signe de @ (x) dans

X
2.Soitf Il'applicationde dans définie par: f(x) = T SiX etf(0) =0.
1+ex
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point O.

b) Donner les variations de f et tracer sa courbe représentative ( ) dans un repere orthonormé.
EXERCICE 3 :

X
1. On considére lafonctionfde vers définie par:f(x) = €2 - eX

Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative ( ) dans un repére orthonormé.

X
g2 — X

2. Soit la fonction g : x

a) Etudier la dérivabilité de g en 0.
b) Utiliser les questions précédentes pour tracer la courbe représentative de dans le méme repere que

()
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EXERCICE 4 :

Le repére (O, 1,J) est orthonormé. Soit la fonction f: x  In|e* — 1| et ( ) sacourbe représentative.
1.a) Déterminer I'’ensemble de définition D de f.

b) Démontrer que qu’il existe une fonction @ telleque: x D, f(X) = X + @(X) et Jim @) =0.

c) Compléter I'étude de f et tracer ( ).
2.Soit g la restriction de fa l'intervalle ]0; + ool.
a) Démontrer que g réalise une bijection de ]0; + oo[ vers

b) Tracer, sur le méme graphique que ( ), la courbe représentative ( ') de la réciproque de g.

EXERCICE 5 : (BAC 2013)

Une substance est injectée par voie intramusculaire. Elle passe du muscle au sang et est éliminée par
les reins. Aprés étude, on constate que la quantité de substance contenue dans le sang a un instant t
est donnée approximativement par la fonction q définie par q(t) = qgo(e %%t - e ™) ou
t = 0 est le temps exprimé en heure, gy la quantité de substance injectée en milligramme.
1. Etablir le tableau de variation de g.
2. 0On désire contréler les effets de cette substance. Pour cela il faut que la quantité de ce médicament
contenue dans le sang soit comprise entre deux valeurs g, et gu.

gm= 1,2 mg est le seuil d’efficacité et qy,,= 2,6 mg est le seuil de toxiciteé.
Déduire du tableau de variation de g, les valeurs qu’on peut donner a gy pour qu’a aucun moment, la
guantité de substance dans le sang ne soit toxique.
3.0n pose qo =10.
a) tracez soigneusement la courbe de g dans un repére de votre choix.

b) Déterminez graphiquement I'intervalle de temps durant lequel le médicament est efficace.

EXERCICE 6 :

X

f est la fonction définie sur [0; + oo par f(x) = » et ( ) sa courbe représentative dans le plan

eX —
muni d’un repére orthonormé.

I/ 1. Soit g la fonction définie sur [0; + oo parg(x) = e*—x— 1.

Etablir le sens de variation de g. Calculer g(0) ; en déduire que pour tout réel x >0 ; g(x) > 0
2. h est la fonction définie sur [0; + oo par h(x) = (2-x)e*— 1.

a) Etablir les variations de h et dresser son tableau de variation.

b) Montrer que I'’équation h(x) = 0 admet une solution unique aetque 1,8 <a<19.
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¢) Préciser suivant les valeurs de x le signe de h(x).
117 1.a) Justifier que f est définie en tout point de [0; + oo .

. - 1—e™*
b) Montrer que pour tout réel x = 0, on peut ecrire f(x) = T X -

Endéduire lim f(X) et donner une interprétation graphique de ce résultat.

X - +00
h(x)
(€—x)?

b) Déterminer I'intersection de la courbe ( ) def avec la droite d’équationy = 1.

2.a) Démontrer que pour tout réel x=0, f'(x) = et dresser le tableau de variation de f.

3. Tracer () et ladroite d’équation y = 1. (On prendra 4 cm pour unité graphique)

4. Calculer en cm?l'aire du domaine ( ) ={M(x;y)/0=sx<sletf(x)sy<1}

EXERCICE 7 :

Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur [0; + o[ la famille des fonctions f,, par:

1
f.(x) =x€ nx six>0et f,(0) =0.( ,) est la courbe représentative de f, dans le plan muni d'un

repére orthonormé (O; , )
A/ 1.a) Montrer que f, estcontinue sur[0; + oo[ . Etudier la dérivabilité de f, au point 0.
b) Calculer f,'(x) pour x > 0 et justifier que f,, est strictement croissante sur[0; + oof.
c)Déterminer la limite de f, en +co,

. . e _ t2
2. ) Soit g la fonction définie sur [0; + oo[ parg(t)= €t -1+ t- >

Etudier les variations de la dérivée g’ de g.

En déduire le signe de ¢’ et celui de g, puis que pour tout nombre réelt=0,0n a:
2
0 et'-(I-H==

; A 1 1
b) Démontrer gricea quepourtoutx>0;0< f,(x) —(X- - )< g

1
En déduire que la droite ( ) d’équation:y =X - o est asymptote a la courbe ( ).

3.a)Donner le tableau de variation de f,,.
b) Tracer la courbe ( ;) et son asymptote en précisant la tangente en O.

c) Démontrer que pour toutn > 0; ( ,) est I'image de ( 1) par I'homothétie de centre O et de

rapport % Construire ( ,) sur le méme graphique que ( ).

B/ 1. Démontrer que I'’équation f,(x) =1 aune solution O, dans[O; + oo,
2. Démontrer que O, est solution de I'équation : XInx = %

3. Soit h la fonction définie sur [0; + co[ par h(X) = xInx.

a) Etudier son sens de variation.
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b) Prouver que la suite (O ,) est décroissante.
4.a) Justifier que suite (O ;) converge et que sa limite O est supérieure ou égal a 1.

b) Démontrer que h(Q) = 0. En déduire la valeur de Q.

EXERCICE 8 :

Soit la fonction f définie sur [0;+ oo par f(x) = X2 —2+e" %X . On note ( ) sa courbe
représentative dans un repere orthonormal.
1. a) Etudier le sens de variation de f’ fonction dérivée de f.
Déterminer la limite de f’ en +oo et préciser f'(0).
b) En déduire I'existence d’un réel strictement positif a pour lequel f’ s’annule.
Vérifier que 04 <a<0,5.
c) Déterminer le signe de f'(x) pour tout x de I'intervalle [0; + oo et en déduire les variations de f.
2.a) Déterminer la limite de f en +co,
b) On pose pour tout x de l'intervalle [0; + oo ; d(X) = f(X) — ( x* — 2).
Déterminer le signe de d(x) et sa limite lorsque x tend vers+oo,
Interpréter graphiquement les résultats.
3.a) Dresser le tableau de variation de f. Donner, en le justifiant le signe de f(0).
b) Prouver que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution unique B dans l'intervalle [a; + oo .
Justifierque: 08<p<09.
c)Déduire de cette étude le signe de f(x) pour tout élément x de I'intervalle[0; + oo .

4. Tracer la parabole () d’équation: y= x?— 2 et lacourbe ( ) sur le méme graphique.

EXERCICE 9 :

Le repere (O, 1,)) est orthogonal. L'unité graphique est égale 2 cm sur (Ol) et a 15 cm sur (0J).

X

m
Soit f,, lafamille de fonctions définies par : f,,(X) = ﬁe_x, ou m est un nombre entier naturel non

nul. On désigne par ( ) la courbe représentative de fy,.
. . xm
1. a) Démontrer par récurrence sur mque: m ( x [0+ o], & > o ).

En déduire que les parties d’abscisses positives des courbes ( ,) sont comprises entre les droites
d’équationsy =0ety =1.
b) Calculer alors les limites de f,(X) quand x tend vers +oo,
2.a) Etudier les variations de f,, suivant les valeurs de m.
(On distinguera les cas m =1, m pair et m impair).

b) Dresser les tableaux de variations correspondant a chaque cas.
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3.0n désigne par A, le pointde le pointde ( ,) dont I'abscisse définit le maximum relatif de f,,.
a)Vérifier que: m , fn - fe1 = T'ma1. Etudier la position relative des courbes ( ,,) et
( m+1) etdémontrer que ces courbes se coupenten O et A 4.
b) Etudier la position relative des courbes ( ) et ( m+2) €t démontrer que ces courbes se coupent en
O et en un point dont I'abscisse appartienta [m; m + 2].
4. Utiliser les résultats précédents pour tracer les courbes ( 1), ( 2) et ( 3).

On précisera les points d’intersection des courbes que la question précédente permet de connaitre,

ainsi que les tangentes en O a ces différentes courbes.
EXERCICE 10:

X

1+ eX

Soit la fonction f de  vers  définie par f(x) = x + de courbe représentative ( ) dans un

repere orthonorme (0, I, J).
1. Démontrer que f est une fonction impaire. Etudier la fonction f et tracer ( ).
eX

. . S 1
2.a) Determiner les primitives de f. (On pourra remarquer que : T3 o8 1- ” eX).

b) Calculer l'aire, en unités d’aire du domaine délimité par ( ) et les droites d’équations

y=x-1x=0etx=a(a>0).Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers +oo ?
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