EPREUVE : Mathématiques - Série : TSExp - Durée : 3 heures -

EXEICICE 1 2 cucueueerereeresesnesssssssssssssssssssesssssssssesssssssssssasssssssssassssassssasssssssssassssasssssssessssssssssssssssssssases (6 points)
1. Résous dans I'ensemble C des nombres complexes 1'équation d'inconnue : z° 4 2z + 4 = 0,détermine
le module et un argument de chaque solution. (1,5pt)

2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, i 5 J ) On considere la
transformation (7') du plan qui, a tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixe Z' défini par :

2im
Z'=e '’ Z
a. Détermine la nature de la transformation (7') et donne tous ses éléments caractéristiques. ( 1,5pt)

b. Soit A le point d'affixe Z,. Détermine les affixes respectives Z, et Z. des points B et C tels que

B =T(A) et C=T(B).Construis les points, B et C dans le plan muni du repére (O F ;) (1,5pt)
3. Calcule puisen déduis la nature du triangle ABC. (1,5pt)
EXEICICE 2 : cuvuereeereresseresesssssssssssssssessssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssessssssssessssssssessssssesssssessssssssesens (4 points)
Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a l'instant ¢ ( exprimé en heures) , peut étre
considéré comme une fonction g a valeurs réelles de la variable ¢ . La vitesse de prolifération a l'instant ¢
du nombre des microbes est la dérivée g’ de cette fonction. On a constaté que g'() = k X g(¢) ou k est un
coefficient réel strictement positif. On désigne par N le nombre de microbes a l'instant £ = 0.

1. Détermine l'unique solution de I'équation différentielle g’( ¢ )= kg(¢) telle que g(0) =N (1pt)

2. Sachant qu'au bout de 2 heures le nombre de microbes a quadruplé, calculez en fonction de N le

nombre de microbes au bout de 3 heures. (1,5pt)

3.  Quelle est la valeur de N sachant que la culture contient 9 600 microbes au bout de 5 heures. (1,5pt)

PIODIRING © .eoveeeerererereresesnesesesessesssssessessssssssesessssssssssesessssssessssssssessssssesssssssessssssesssssnssessssssssesenes (10 points)
x°—2x+2

Soit la fonction numérique fa variable réelle x définie par f(x) = . On désigne par (C) la

-1
représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0 , ;, ;)
1. Montre que (C,) admet deux asymptotes dont on déterminera les équations. (1,5pt)
2. Précisez la position de (C f) par rapport a son asymptote oblique. (0,5pt)
3. FEtudie les variations de f. (1,5pt)
4. Existe-t-1il des points de la courbe ou la tangente a pour coefficient directeur ? Si oui trouve les
équations de ces tangentes en ces points. (2 pts)
5. Tracez la courbe (C ) et ses asymptotes dans le plan muni du repére orthonormé (1 pt)
6. Montre que la restriction gde f/ 'al'intervalle / =] 1 ;2] est une bijection de / vers un intervalle J
que I'on précisera. (1,5pt)
7. a. Calcule (g7') [%J (1pt)

b. Dressez le tableau de variation de g~' puis trace sa courbe représentative dans le méme repére
que celle de £ (1,5pt)
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CORRIGE: Mathématiques - Série: TSExp - Coef:3

EXERCICE1:
1. Résolvons dans l'ensemble C des nombres complexes, 1'équation d'inconnue z :

22+2\/§z+4=0

r=(3) —4=-1=2
=—3—ictz,=—3+i : S=1{-3-i. - [3+i]

Le module et un argument de chaque solution.

Modules:
|zl|=/(—ﬁ)2+(—1)2 =2;|z|= (- 3) +1 =2
Arguments:

Soient 0, = Arg(z,) et 8, = Arg(z,)

—-J3
cosHI=Tf -
g, : :>91=7r+%+2k7r=?+2k71
sin&lz—%
3
cos«92=—§ s
o, : :>€2=7T—%+2k72'=?+2kﬂ
. 1
6,=—
siné, =

Autre me’zZtode:
OnaZ=Z,donc|Z | Z |-2

arg (2,)=2L [2n] ;arg (2,) = —arg(Z,) == 2 [ 2] ou

arg(7) =2 [2m]

> >
2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct \O; u ; v),
T:P-P

2ix &
M— M telsque : M—Z ; M'—Z'=e A
a. La nature de la transformation 7 et ses ¢léments caractéristiques :
premiére possibilité

2 x L

Z'=e 7 & Testune rotation de centre O et d'angle 2777

Deuxiéme possibilité

2ix =
7' est de la forme Z'=aZ+b avec a=e et b=0
2ix &
T est une similitude directe de rapport : k=|e ° |=1,de centre Q d'affixe w = 1 =0
—a
et d'angle L donc T est la rotationde centre ) d'affixe w = IL =0 et d'angle 2T7T
1 1 1 1 1

a= e A i L

l—e ° e ‘e T—e’e’ e3(e 3—63) —2z'sin%e3 3¢ ‘e’
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-t S R,

l\)|»—

, L td'angle 2 yad.
6 3

d'ou T est une similitude de rapport 1; de centre de coordonnées [

On sait toute similitude de rapport 1 est aussi une rotation.

S

l_

b. Z,= [+l—22—26
Les affixes respectives Z, et Z,. des points B et C tels que : B = T(A) et C = T(B)

27T 277 ;S S 1.9_71 3

T(4)=Be=Z,=¢ > Z,=2 "¢ © =2 * =2’ =—2i =B(0; —2)

271' 1.2_71' [3—ﬂ l-z_”+3_” 1.13_71' [12_ﬂ+l'i
T(B)=C=Z.=e 32 =% e’ —2e(3 2)=2e © =2 "

Zo=20 ¢ =20 = f34idonc (3, 1)

Construction : .
]
x’l |k L L > X
3002 3
3. Calculons: M
ZA - Zc
Z,~Z. _ —2i-J3-i _-[3-3 _

By PV iy

La nature du triangle ABC :

Z,—Z
EXERCICE 2 :
Le nombre de microbe a l'instant ¢ est exprimé en heures
g est la fonction associée a valeur réelle de cette culture.
g "est la vitesse de prolifération a I'instant # du nombre de microbes de la fonction g avec g'(¢) = kg(¢) ou k
est le coefficient strictemen positif.
1. L'unique solution de I'équation différentielle g’ (¢) = kg(¢) telle que N = g(0)
g' () =ke(t) = gt) = 4e"
g(0)=N o 4=N, donc g(t) = Ne".
2. g(2)=4g(0)
Le nombre de microbe au bout de 3 heures.
g(3) =Ne"
La valeur du coefficient .
2(2) =4g(0) & Ne* =4N= ™ = 4=k =1n2 = 0,69 donc g(r) = Ne"
2(3) = Ne™ = Ne"™ =8N
3. Lavaleur de N sachant que la culture contient 9 600 microbes au bout de 5 heures.

9 600 9600 9600
= = 300.
e" 2’ 32

Arg{ Zy—Zc J =T — mes (CA CB ) et —ﬁ = 1 donc ABC est un triangle equilatéral

2(5)=9600 & Ne’™ =9 600 = N=
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PROBLEME :
D'apres 1'énonce on a :
f:R->R
x'—2x+2
x—1

X —

> >
(C f) sa représentation graphique dans le plan muni d'un repére orthonormé (O ;i ; j ).

1. Montrons que (Cf) admet deux asymptotes dont on déterminera les équations :
Ensemble de définition de la fonction f
D,={xeRx—1#0{=R — {1} =]-00;1[U]l; + 0l
Les limites aux bornes de D

En oo :
2
lim f(x)= lim [w} —— o
e e x—1 possibilité d'asymptote oblique

x—+ o0 x—+ oo x_l

lim /(x)= lim [MJ —to

Recherche des branches infinies aux voisinages de oo :
f étant une fonction rationnelle dont le degré du numéteur est supérieure au degré du

c .
1 ou a, b, ¢ sont des

dénominateur, donc f (x) peut s'écrit sous la forme f(x) =ax+ b+
x

nombres réels a déterminer ( plusieurs méthodes ) .

2 2 _1\?
flo)=X 242 _ (x> =2x+1) +1 _ (=D +1 R |
-1 x—1 x—1 x—1

vxeD, donc f(x)—(x—l)=L1
| —

lim (f ()= (x—1))= lim Ll =0et lim (f (¥)= (x—1))= lim Ll =0 par suite
x—+ 00 x—4o00 X — X — 00 x——o0 X —

la droite (D) d'équation y =x — 1 est une asymptote oblique a (C f) au voisinage de + oo.
Enl:
2

. . —2x+2 1

1 = lim X —= T2 -~

mf ()=l =T =%
Signe du zéro (ousigne de (x—1))
Posonsx—1=0=x=1
Tableau de signe

X — 0 1 + oo
x—1 - (i) +
limf (x) = = —
x?l 0

. / donc la droite d'équation x =1 est une asymptote verticale a (C,)
limf (x) = = =+ o0

x—1

2. Position de (C ) par rapport a son asymptote oblique.

Signe de (f (x) —y).
fE)—y=—=

x—1
Vx€D,, (f (x) —y) ale méme signe que (x —1).
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Tableau de signe et de position :

X — 1 + oo
x—1 - (I) +
» (C,) est endessous de | (C,) est au dessus de
Position . .
l'asymptote oblique l'asymptote oblique
3. Etudions les variations de f-
v' Dérivée :
2
vxeD,, [ (x)=1— 1L _ =D =1_ x(x=2)

=D =D -1y
v Signede f ' (x)
Vx€D,, f'(x)ales mémes signes que x(x —2) car (x — 1)">0
Posons x(x —2) =0 =x=0oux=2
Tableau de /' (x) :

X — 00 0 1 2 + o0
/' L - 4+
v Les extrémums :
0°—2x0+42 4—442
_—— ——--- 2 . 2 = —-————N_= 2
1(0)= L= =

v" Tableau de variation :

X — 00 0 1 2 + oo

/' (%) + P - - b+

@ _m//fg\\x_m N,

4. Oui il existe des points de (C f) ou la tangente a pour coefficient directeur 3

3 1 3 1 3 1 1 2
ffx)==e1- == — =—l+-——=—@-1)"-4=0
4 x-1" 4 (x—1)° 4 - 4
pour tout x €D .
(x—1)'-4=0= (x—3)(x+1)=0=x=30oux=—1
Equations de ces tangentes en ses points : f(—1) = % =—% o f (3)=9;% =%
L= S 33 T go L= T
(T_l).y—4(x+1) =Ty ; d'ou (T_l).y—4x 1
=S =N+ 2=+ L g0 Cp= S L
(T3).y—4(x 3)+2 4x+4 ;d'ou (T3).y 4x+4

5. Trace de la courbe (Cf) et ses asymptotes :
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Montrons que la restriction g de fa l'intervalle 7 =]1 2] est une bijection de 7 sur J que I'on précisera:

d'aprés le tableau de variation de f, sur ]1;2], g=f n1;2] est définie, continue et strictement

décroissante, donc g réalise une bijection de /sur J=[2; + ool.

7. a. Calculde (g_l)’[%J :
T
Calcul de g_l{%]

g(x)=%@2x2—9x+9=0

A=81-72=9
9-3 6 3 943 15
x=——=—==-¢J ;x,=——=3€Jdoncg |2|=3
! 4 4 2 4 [J
1 1_3 . (5
'B)=1- =1-—== t 2=—.
g () (3_1)2 4 4parsuleg {2J 3

b. Tableau de variation de g~ .

(¢)' @) -
2
| T
1

La courbe représentative de g~ est tracé en pointille dans le méme repére que (Cf).
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